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 מרחבי מכפלה פנימית ומרחבים נורמיים:

 שאלות:

הפונקציות הרציפות בקטע כל מרחב  Vיהי   (1 ,a b.  

)הוכיחו כי    )
b

a

f f x dx=  זה מהווה נורמה במרחב . 

 

הפונקציות הרציפות בקטע כל מרחב  Vיהי   (2 ,a b.  

הוכיחו כי   
  ( ),

max
a b

f f x= זה מהווה נורמה במרחב . 

 

יהי   (3 2V R x=  2- שווה מ / המרחב הוקטורי של כל הפולינומים ממעלה קטנה  

 מעל הממשיים.  

)לכל שני פולינומים   ) ( ),p x q x ב-V :נגדיר 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1 1 0 0 1 1p x q x p q p q p q= − − + +.  

,הוכיחו כי     .הינה מכפלה פנימית 

 

נגדיר את המרחב   (4 1 1,1V C= )מרחב הפונקציות הגזירות ברציפות בקטע   − 1,1−). 

):  נגדיר ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1

, ' 'f x g x f x g x dx f x g x dx
− −

= + .  

,הוכיחו כי     .הינה מכפלה פנימית 

 

f,מתקיים לכל   Eהוכיחו כי בכל מרחב מכפלה פנימית   (5 g E: 

,        .א , ,u E u f g u f u g  + = +. 

) .ב )2 21
Re ,

4
f g f g f g= + − −. 

) .ג )2 21
Im ,

4
f g f ig f ig= + − −. 

 .ד 2 2 2 2
2f g f g f g+ + − =  . )שוויון המקבילית( +

 

  .מרחב מכפלה פנימית Vיהי   (6
wנסמן   u v= +

 
   במרחב.וקטורים 

,הוכיחו כי אם   0u v 2  יאז = 2 2
w u v= +. 
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)להיות מרחב הפונקציות   V  נגדיר את המרחב (7 )f x   הממשיות הגזירות ברציפות

פעמיים בקטע   ,a b   כלומר(( )''f x רציפה ב - ,a b .) 

)בדקו האם   ) ( ), '' ''

b

a

f g f x g x dx=   .מהווה מכפלה פנימית במרחב זה 

 

)להיות מרחב של פונקציות   Vנגדיר את המרחב  (8 )f x   ממשיות וגזירות ברציפות

בקטע   1,1−   כלומר הנגזרת(( )'f x   רציפה בקטע 1,1− ש( כך- ( )1 0f − =. 

)נגדיר   ) ( )
1

1

, ' 'f g f x g x dx
−

=  . 

f,הוכיחו כי   g   מהווה מכפלה פנימית במרחבV. 

 

מרחב הפונקציות הרציפות המרוכבות בקטע  Vיהי   (9 ,a b.  

)הוכיחו כי    )   ( ),
max

b

a b

a

f f x dx f x= +   מהווה נורמה במרחבV. 

 
 
 
 

 
 

 

 
 
 
 

 תשובות סופיות:

 הוכחה.   (1

 הוכחה.   (2

 הוכחה.   (3

 הוכחה.    (4

 הוכחה.   (5

 הוכחה.   (6

7) ( ) 1f x =   

 הוכחה.  (8

 הוכחה.  (9
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 התכנסויות במרחבים נורמיים:

 שאלות:

 הוכיחו: (1

וכיחו כי לכל  ה .א ,f C a b   מתקיים( )
 2 ,

x

L a b

a

f t dt x a f − .   

   תזכורות:
 

( )
2

2

,

b

L a b

a

f f t dt=   ו-
 

( ) ( )
2 ,

,

b

L a b

a

f g f t g t dt= .  

הוכיחו כי אם   .ב
nf f→   בנורמה

 2 ,L a b
   במרחב ,C a b    

אזי גם  
nf f→   בנורמה 1 ,L a b

           . 

   תזכורת:
 

( )
1 ,

b

L a b

a

f f t dt= .   

 גמה נגדית. האם ההיפך נכון? אם כן, הוכיחו. אם לא, תנו דו  .ג

 

 מרחב נורמי.   Vיהי   (2

u,הוכיחו כי לכל   .א v V   מתקייםu v u v−   . )אי שיוויון המשולש ההפוך( −

nהוכיחו כי אם   .ב

nf f→⎯⎯⎯→  בנורמה שלV   אזיn

nf f→⎯⎯⎯→. 

 
 : נתונה סדרת הפונקציות הבאה (3

( )

1
                     0

1 2
2          

2
0                             

n

n n x x
n

f x n n n x x
n n

x
n


  




= −   






 

)האם   .א )nf x מתכנסת נקודתית ב - 0,10? 

)האם   .ב )nf x מתכנסת במידה שווה ב - 0,10? 

)האם   .ג )nf x מתכנסת ב - 1 0,10L? 

)האם   .ד )nf xמתכנסת ב - 2 0,10L? 
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)נתונה סדרת פונקציות  (4 ) ( )1 n

nf x n x x= −.  

)האם   .א )nf x מתכנסת נקודתית ב - 0,1 .אם כן, מצאו את הפונקציה הגבולית ? 

)האם   .ב )nf x מתכנסת במידה שווה ב - 0,1? 

)האם   .ג )nf x   מתכנסת בנורמת 1 0,1L? 

)האם   .ד )nf x   מתכנסת בנורמת 2 0,1L?  

 

)   נתונה (5 )
1

1          ,

0              

n

x n n
f x n

else

  
 +  =  




  

)האם   .א )nf x  ?מתכנסת נקודתית על הישר הממשי 

)האם   .ב )nf x  ?מתכנסת במידה שווה על הישר הממשי 

)האם   .ג )nf x   מתכנסת בנורמת( )1 ,L − ? 

)האם   .ד )nf x   מתכנסת בנורמת( )2 ,L − ? 

 
של פונקציות רציפות בקטע   מרחב וקטורי Vיהי   (6 ,a b   וגזירות שם למעט 

 כאשר הנגזרת רציפה למקוטעין עם מכפלה פנימית  מספר סופי של נקודות,

( ) ( ) ( ) ( ), ' '

b

a

f g f a g a f x g x dx= + . 

לכל   .א 0 ,x a b נגדיר את הפונקציה   ( )
0

0

0 0

1              

1            
x

x a a x x
g x

x a x x b

− +  
= 

− +  
   

fהוכיחו כי לכל   V   מתקיים( ) ( ) ( )
0 0, xf x g x f x=. 

fהוכיחו כי לכל   .ב V   ולכל 0 ,x a b   מתקיים( )0 1f x b a f − + . 

)נניח כי   .ג )nf x V  סדרת פונקציות המתכנסת בנורמתV   אלf V.  

 הוכיחו כי ההתכנסות היא במידה שווה. 
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)נגדיר את סדרת הפונקציות   (7 ) ( ) ( )
1

1
1n n nf x x x n x

n

 

−

 
 = − + +   

 
   

)   כאשר ) 2 2

1 1
1            ,

0                   

n

x n n
x n n

else



  
 − +  

=  



. 

)עבורם סדרת הפונקציות     מהם ערכי הפרמטר .א )nf x   מתכנסת נקודתית

-ב )1,?   

 אם הסדרה מתכנסת נקודתית, מהי הפונקציה הגבולית? 

)עבורם סדרת הפונקציות   מהם ערכי הפרמטר   .ב )nf x   מתכנסת במידה

- שווה ב )1,? 

)עבורם סדרת הפונקציות   מהם ערכי הפרמטר   .ג )nf x   בנורמת )1 1,L ? 

 

)נגדיר את סדרת הפונקציות   (8 ) ( )2 2 ,2
1

1
k k

n

n k
k

f x x
k


 +
 =

=    

   כאשר  ( )
 

,

1       ,

0          
a b

x a b
x

else


 
= 


. 

)האם סדרת הפונקציות   .א )nf x   מתכנסת בנורמת( )1 ,L − ? 

)האם סדרת הפונקציות   .ב )nf x   מתכנסת בנורמת( )2 ,L − ? 

 

נגדיר את סדרת הפונקציות הבאה במרחב   (9 2 ,L  −  :( ) ( )
1

1
sin

n

n

k

f x kx
k=

=. 

)האם סדרת הפונקציות   .א )nf x   מתכנסת בנורמת 2 ,L  −  ?לפונקציה כלשהי 

)האם סדרת הפונקציות   .ב )nf x   מתכנסת במידה שווה בקטע , −? 

)נגדיר   ) ( )
0

x

n nh x f t dt= .   

)האם   .ג )nh x   מתכנסת במידה שווה בקטע , −? 

)האם   .ד )nh x   מתכנסת בנורמת 2 ,L  −? 
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 תשובות סופיות:

 הוכחה.   (1
 הוכחה.   (2

)א.  (3 ) 0f x ב.        =  ( )0,10
sup n

nf x n → ⎯⎯⎯→    

 ג.
1

0
2

n

n

→⎯⎯⎯→       .ד
2

3

n→⎯⎯⎯→ 0    

)א.    (4 ) 0f x ב.        =
1 1

1 1
1

n

n

n

n e

n

→ 
⎯⎯⎯→ 

+   
+ 

 

   

ג. 
( )( )

0
1 2

nn

n n

→⎯⎯⎯→
+ +

ד.     
( )( )( )

22
0

2 1 2 2 2 3

nn

n n n

→⎯⎯⎯→
+ + +

      

)א.  (5 ) 0f x 1ב.        = 1n→⎯⎯⎯→     

ג. 
1

0n

n

→⎯⎯⎯→       .ד
1

0n

n

→⎯⎯⎯→       

 הוכחה.   (6

- ממשי יש התכנסות נקודתית ב א. לכל ערך של   (7 )1,   והפונקציה הגבולית הינה
1

x
 . 

ב. 

2

1 1
max  ,  

1 1
n

n
n

n



 
 

− 
+ +

 

   

     הפונקציות כלל אינה שייכת למרחב הנורמי.ג. אין התכנסות בנורמה כיוון שסדרת  
  א. לא, סדרת הנורמות שואפת לאינסוף.   (8

ב. 
3

1

1

k k



=

     

  א. לא, סדרת הנורמות שואפת לאינסוף.   (9
ב. לא, כי אם הייתה התכנסות במידה שווה אז הייתה התכנסות בנורמת  

 2 ,L  − .)בקטע הקומפקטי(   

. ג
 

( )
, 1.5 1.5

1 1

1 cos 2
sup 0n

k n k n

kx

k k
 

 
→

−
= + = +

−
 ⎯⎯⎯→  

ד. כן, כי התכנסות במידה שווה )בקטע סופי( גוררת התכנסות בנורמת   2 ,L  − 

     )בקטע סופי(.

 

 

1

פרק 1מרחבי מכפלה פנימית ומרחבים נור...

6

6



 
 

 
  
  
 

www.gool.co.il                                                                                                      
 

 מערכות אורתונורמליות: 

 שאלות:

)נתבונן במערכת   (1 ) 
1n n

x


=
)כאשר    ) ( )cosn x nx במרחב   = 2 ,L  −  

)עם המכפלה הפנימית   ) ( )
1

,f g f x g x dx






−

=   . 

)הוכיחו כי המערכת   ) 
1n n

x


=
 הינה מערכת אורתונורמלית. 

 

)נתבונן במערכת   (2 ) 
1n n

x


=
)כאשר    ) ( )sinn x nx במרחב   = 2 0,L   

)עם המכפלה הפנימית   ) ( )
0

2
,f g f x g x dx




=   . 

)הוכיחו כי המערכת   ) 
1n n

x


=
 הינה מערכת אורתונורמלית . 

 

)ותהי   Vיהי מרחב מכפלה פנימית (3 ) 
0n n

x


=
 מערכת של פולינומים כך   

)-ש )n x   הינו פולינום ממעלהn.  

n,נניח כי לכל   m טבעיים כך ש- m n   מתקיים( ) , 0m

n x x =  . 

)הוכיחו כי המערכת   ) 
0n n

x


=
 אורתוגונלית במרחב זה.  

 

e,מרחב כל הפונקציות הרציפות למקוטעין בקטע    Vיהי  (4 e −     עם המכפלה

)ת הפנימי ) ( )
1

,

e

e

f g f x g x dx
x



−

=    נגדיר( ) ( )( )sin lnn x n x =  . 

)הוכיחו כי המערכת   ) 
1n n

x


=
 אורתוגונלית במרחב זה.  
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)נניח כי המערכת   (5 ) 
0n n

x


=
במרחב   אורתונורמלית סגורההינה מערכת   2 ,L a b  עם

)המכפלה הפנימית   ) ( )
1

,

b

a

f g f x g x dx= .   0יהיוc  ו -d  .ממשי כלשהוא 

)הוכיחו כי המערכת   ) 
0n n

x


=
)כאשר   ) ( )n nx c c x d =   הינה מערכת   +

2סגורה במרחב   אורתונורמלית ,
a d b d

L
c c

− − 
 
 

 עם המכפלה   

)הפנימית   ) ( )
2

,

b d

c

a d

c

f g f x g x dx

−

−

= . 

 

  מכפלה פנימית ותהימרחב  Vיהי  (6 
1

N

n n
e

=
 מערכת אורתונורמלית סופית.   

vלכל  הוכיחו כי  V   מתקיים
2

2

1 1

, ,
N N

n n n

n n

v e e v e
= =

= .   

 
 :מערכת פולינומי צ'בישב

)מרחב כל הפונקציות המרוכבות הרציפות למקוטעין על הקטע   Kיהי  (7 )1,1−  

)מכפלה פנימית:   K- ונגדיר ב  ) ( )
1

2
1

1
,

1
f g f x g x dx

x−

= 
−

.  

)הוכיחו כי אוסף הפונקציות   ) 
0n n

T x


=
)כאשר    ) ( )cos arccosnT x n x =    

 ומצאו   K- הינה מערכת אורתוגונלית ב  )הנקראת גם פולינומי צ'בישב(

)כך שהמערכת   nקבועים   ) 
0n n n

T x


=
 היא מערכת אורתונורמלית.  

 
 :מערכת פולינומי הרמיט 

מרחב כל הפונקציות המרוכבות המוגדרות על הישר הממשי שהן רציפות   Kיהי   (8

)   למקוטעין ומקיימות את התנאי )
22 xf x e dx



−

−

    . 

)מכפלה פנימית   Kנגדיר על   ) ( )
2

, xf g f x g x e dx



−

−

= .   

)ם על ידי הנוסחה  הוכיחו כי פולינומי הרמיט, המוגדרי ) ( )
2 2

1
n

n x x

n n

d
H x e e

dx

− = −
 

  

   ומצאו להם קבועי נרמול. Kמהווים מערכת אורתוגונלית במרחב   )נוסחת רודריגז(
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n,הראו תחילה כי מספיק להוכיח כי לכל   רמז: k טבעיים כך ש -  k n  

,מתקיים   0k

nH x ניתן להיעזר בעובדה כי  .=
2xe dx 



−

−

=. 

 
 :מערכת פולינומי לג'נדר 

)מרחב כל הפונקציות המרוכבות הרציפות למקוטעין על הקטע   Kיהי   (9 )1,1−  

)מכפלה פנימית:   K- ונגדיר ב  ) ( )
1

1

,f g f x g x dx
−

= .  

)  הוכיחו כי פולינומי לג'נדר, הנתונים על ידי נוסחת רודריגז ) ( )21
1

2 !

n
n

n n n

d
P x x

n dx
 = −
  

 

וכי   K- מהווים מערכת אורתוגונלית ב
2

,
2 1

n nP P
n

=
+

   טבעי. nלכל   

n,רמז: הראו תחילה כי מספיק להוכיח שלכל   k טבעיים כך ש-  k n מתקיים.

, 0k

nP x =. 

 
 : מערכת פולינומי לגר

מרחב כל הפונקציות המרוכבות המוגדרות על הישר הממשי שהן רציפות   Kיהי   (10

)   למקוטעין ומקיימות את התנאי )
2

0

xf x e dx



−     . 

)מכפלה פנימית   Kנגדיר על   ) ( )
0

, xf g f x g x e dx



−= .   

)הוכיחו כי פולינומי לגר, המוגדרים על ידי הנוסחה   )
1

!

n
x n x

n n

d
L x e x e

n dx

− =    

  .Kמהווים מערכת אורתונורמלית במרחב   )נוסחת רודריגז(
n,רמז: הראו תחילה כי מספיק להוכיח שלכל   k טבעיים כך ש-  k n מתקיים.

, 0k

nL x =.  

 בנוסחהניתן להיעזר 
0

!n xx e dx n



− = . 
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 תשובות סופיות:

 הוכחה.   (1

 הוכחה.  (2

 הוכחה.  (3

 הוכחה.  (4

 הוכחה.  (5

 הוכחה.  (6

 מערכת פולינומי צ'בישב: הוכחה.  (7

 מערכת פולינומי הרמיט: הוכחה.  (8

 מערכת פולינומי לג'נדר: הוכחה.  (9

 מערכת פולינומי לגר: הוכחה.  (10
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 קירוב מיטבי:

 שאלות:

 : מצאו את נקודות המינימום של הפונקציה (1

( ) ( ) ( ) ( )
21

, , cos cos 10F f x x x dx





     


−

= − − −  

)כאשר   .א ) ( )2cosf x x= 

) כאשר .ב ) 3f x x= 

)כאשר   .ג ) ( )sinf x x= 

 

במרחב   (2 ,C  −  הפנימיתנגדיר את המכפלה  ( ) ( )
1

,f g f x g x dx






−

= .  

)נגדיר תת מרחב   ) ( ) 1,sin ,cos ,W span x x x=   ופונקציה( )f x x=.  

gמצאו פונקציה   W כך ש-f g− .מינימלי   

   הערה:

)שימו לב שהמערכת   ) ( ) 1,sin ,cos ,x x x  אורתונורמלית.  הנאינ 

 

נתבונן במרחב   (3 1,1C  .מעל   −

)הוכיחו כי   .א ) ( ) ( )
1

1

, 1 ( 1) ' 'f g f g f x g x dx
−

= − − +  מהווה מכפלה פנימית. 

,מצאו את כל הערכים של   .ב ,     הבא יהיה מזערי כך שהביטוי  
1

22 2

1

1 3 2x x dx    
−

− − + − + − −  

 

נתבונן במרחב   (4 1,1C   .מעל   −

)כי  נתון  ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1

, ' 'f g f x g x dx f x g x dx
− −

= +  .מהווה מכפלה פנימית במרחב זה   

,מצאו את כל הערכים של   ,     כך שהביטוי הבא יהיה מזערי
1 1

2 2
3 2 2

1 1

3 2x x x dx x x dx    
− −

− − − + − − .  
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)קבוצת הפונקציות הרציפות על הישר הממשי המקיימות  Vתהי   (5 )
22 xf x e dx



−

−

 . 

עם הפעולות הרגילות של חיבור פונקציות וכפל פונקציה בסקלר,   Vהוכיחו כי  .א

)מהווה מרחב מכפלה פנימית כאשר   ) ( )
2

, xf g f x g x e dx



−

−

= . 

 .V- הוכיחו כי כל הפולינומים שייכים ל  .ב

 לכל היותר. 2על מרחב הפולינומים מדרגה   3xמצאו את הקירוב המיטבי של   .ג
 
   הערה:

 : ניתן להשתמש באינטגרלים הבאים
 

2 2 22 4 3
   ,      ,   

2 4

x x xe dx x e dx x e dx
 


  

− − −

− − −

= = =    

 

פונקציות ממשיות ורציפות למקוטעין על הקטע  מרחב וקטורי של  Lיהי   (6 )1, 

)המקיימות  )
2

1

x f x dx



  .  

)מוגדרת המכפלה הפנימית  Lבמרחב   ) ( )
1

,f g f x g x xdx



= .  

נגדיר 
3 5

2 2

1 1
,W span

x x

 
 

=  
  

.  

Wמצאו את ההיטל האורתוגונלי   x

x
P

e

 
 
 

 

 

תהי   (7 1,1f C − . 

  פונקציה אי זוגית הוכיחו כי לכל  1,1g C −

 
 

)  מתקיים ) ( ) ( ) ( )
1 1

2 2

1 1

1

4
f x f x dx f x g x dx

− −

+ −  − . 
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 תשובות סופיות:

, 0.5א.  (1  0  = = , 0ב.     =  0 ,  0  = = , 0ג.   =  0 ,  0  = = =     

2) ( ) ( )
4

cos
2

g x x



= −   

, 0ב.    א. הוכחה.   (3  1 ,  0  = = =  

4) 
9

0 ,  
10

  = = =   

)ג.    ב. הוכחה.     א. הוכחה.   (5 )3 3

2
WP x x=    

6)  
3 5

2 2
28 36

x x
e e

− −

−    

 הוכחה.   (7
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 מערכת אורתונורמלית סגורה: 

 שאלות:

מרחב מכפלה פנימית ותהי   Vיהי  (1 
1n n

e


=
 מערכת אורתונורמלית אינסופית. 

vהאם קיים   .א V 1- כך ש
, nu e

n
=? 

נניח כי   .ב 
1n n

e


=
 היא מערכת אורתונורמלית סגורה.   

u,  יהיו v V 1  -כך ש
, nu e

n
1- ו =

,
1

nv e
n

=
+

u,. חשבו את  v. 

 

מרחב מכפלה פנימית ותהי   Vיהי  (2 
1n n

e


=
 מערכת אורתונורמלית אינסופית. 

uיהי   .א V כך ש-  
( )

1
,

2
nu e

n n
=

+
 . 

מצאו את הקירובים המיטביים  
1 2 3, ,u u u ל-  u   בתת המרחבים 1 1W span e=    , 

 2 1 2,W span e e=    , 3 1 2 3, ,W span e e e=  .בהתאמה 

נניח כי   .ב 
1n n

e


=
 היא מערכת אורתונורמלית סגורה.   

חשבו  
1u u− ,

2u u−  ,
3u u−  כאשר

1 2 3, ,u u u   הם הקירובים המיטביים

 מהסעיף הקודם. 

 

מרחב מכפלה פנימית ותהי   Vיהי  (3 
1n n

f


=
. V- סגורה ב  מערכת אורתונורמלית  

)נגדיר  )   ( )  2 1 2 1 2 2 2 1 2

1 1
   ,    

2 2
n n n n n ng x f f g x f f− − −= + = −. 

)  הוכיחו כי המערכת  .א ) 
1n n

g x


=
 .V- הינה מערכת אורתונורמלית ב 

)  הוכיחו כי המערכת  .ב ) 
1n n

g x


=
 .V- הינה מערכת אורתונורמלית סגורה ב 

  
 תשובות סופיות:

א.  (1
2 2

1 1

1
, n

n n

u e u
n

 

= =

=        .ב, 1u v =     

3א.  (2 1 2 3 2 1 2 1 1

1 1 1 1 1 1
  ,    ,  

3 8 15 3 8 3
u e e e u e e u e=  +  +  =  +  =     

 ב.
3 2 1

9 7 5
  ,    ,  

40 24 12
u u u u u u− = − = − =  

 ב. הוכחה.     א. הוכחה.   (3
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 תרגילים מסכמים:

 שאלות:

מרחב הפונקציות הגזירות ברציפות למקוטעין בקטע   Vיהי   (1 , − . 

)מכפלה פנימית:   Vנגדיר על   ) ( ) ( ) ( )
1 1

, ' 'f g f x g x dx f x g x dx

 

 
 

− −

= + .  

 מכפלה פנימית. אין צורך להוכיח כי זאת 

הוכיחו כי המערכת   .א 
n

inx

n
e

=

=−
  .V  מהווה מערכת אורתוגונלית במרחב 

 המושרית מהמכפלה הפנימית הנ"ל.  inxeמצאו נורמה של  

fהוכיחו כי לא קיימת פונקציה   .ב V המקיימת : 

( ) ( )( )
2

2

'

lim 1
1

inx

n

n f x in f x e dx

n





−

−

→

− 

=
+


 

 

)  נגדיר (2 ) ( )
21

min cos cosna x nx dx












−

 
= − 

 
.   חשבוlim n

n
a

→
. 

 

)נגדיר  (3 )  ( )
2

3

,

1
min sin sin 1n a bR x a nx b n x dx








−

 
= − − + 

 
.   חשבוlim n

n
R

→
. 

 

)נגדיר   (4 )   ( )
21

, min 1, sing a b x a b nx dx






−

 
= − − 
 
. 

a,מצאו את הערכים   .א b  עבורם( ),g a b  .מינימלית 

)חשבו את   .ב ),g a b   עבור,a b .אלו   

 
 תשובות סופיות:

 ב. הוכחה.     א. הוכחה.   (1

2) 
4


   

3) 
3

2


   

א.  (4
1

1  ,  0
2

a b


= − )ב.     = )
2

4 1
, 2 2 1

3 2
g a b

 

 
= − − − 

 
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מתמטיקה שימושית
פרק 2 - קבוצות אורתוגונליות, בסיסים אורתוגונליים, התהליך של גרם-

שמידט

תוכן העניינים

1. בסיס אורתוגונלי, שוויון פרסבל, אי-שוויון בסל י 16

2. ההיטל של וקטור י 20

3. תהליך גרם-שמידט י 23

15

15



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר היכנסו ללפתרון מלא בסרטוני וידאו   
  ©  גיא סלומון  –כתב ופתר  

 

 שוויון בסל -בסיס אורתוגונלי, שוויון פרסבל, אי

 שאלות

)  נתונה קבוצת וקטורים )1 ) ( ) ( ){ }2,1, 4 , 1,2,1 , 3, 2,1S = −  .3-ב −
 אורתוגונלית.  S  שהקבוצה והרא .א
 את הקבוצה לקבלת קבוצה אורתונורמלית.נרמלו  .ב
 . 3- שהקבוצה מהווה בסיס ל הוכיחו  ,ללא חישוב .ג

 
)  נתונה קבוצת וקטורים )2 ) ( ) ( ){ }2,1, 4 , 1,2,1 , 3, 2,1S = −  .3-ב −

)  את הווקטוררשמו  ללא דירוג, תוך שימוש במכפלות פנימיות,  )13, 1,7− ,
 .Sי כצירוף לינארי של איבר 

 
)  נתונה קבוצת וקטורים )3 ) ( ) ( ){ }2,1, 4 , 1,2,1 , 3, 2,1S = −  .3-ב −

)  את וקטור הקואורדינטות של וקטור כלשהורשמו  ), ,v a b c= 3- ב, 

 .S  ביחס לבסיס
 

}- נניח ש )4 }1 2, , , nu u u היא בסיס אורתוגונלי ל -V. 

v  שלכלהוכיחו  V∈, 1 אז 2
1 2

1 1 2 2

, , ,
, , ,

n
n

n n

v u v u v u
v u u u

u u u u u u
= + + +. 

  הערה: הקבוע
,
,

i
i

i i

v u
a

u u
 ,iu- ביחס ל  v  נקרא מקדם פורייה של =

 .iu- ביחס ל v  או הרכיב של

 
}  נתונה קבוצת פונקציות )5 }cos ,cos 2 ,cos3 ,S x x x=   ב-[ ]0,V C π=. 

 האם הקבוצה אורתוגונלית? אם כן, האם היא אורתונורמלית? 
 אורתוגונלית ולא אורתונורמלית,במידה והקבוצה 

 לקבלת קבוצה אורתונורמלית.   אותהנרמלו 
 ביחס למכפלה הפנימית האינטגרלית. ענו 

 
}  נתונה קבוצת פונקציות )6 }1,cos ,sin ,cos 2 ,sin 2 ,S x x x x=  ב-[ ]0,2V C π=. 

אורתונורמלית.   אותה לקבלת קבוצהנרמלו האם הקבוצה אורתוגונלית? אם כן,  
 ביחס למכפלה הפנימית האינטגרלית. ענו 

 האם הקבוצה מהווה בסיס? 
  

1
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)  נתונה קבוצה )7 ) ( ) ( ){ }2,4, 4 , 4, 1, 1 , 0,2, 2S = − −  .3-ב −

 . אורתוגונלית S  האם הקבוצהבדקו  
 אורתונורמלית? האם היא בסיס אורתוגונלי? האם היא 

 האם היא בסיס אורתונורמלי? 
 אותה. נרמלו במידה והקבוצה אורתוגונלית אך לא אורתונורמלית,  

 
}  נתונה קבוצה )8 }2 31, , ,S x x x= ב-[ ]3P R. 

 . אורתוגונלית S  האם הקבוצהבדקו  
 אורתונורמלית?  האם היא בסיס אורתוגונלי? האם היא

 האם היא בסיס אורתונורמלי? 
 אותה. נרמלו במידה והקבוצה אורתוגונלית אך לא אורתונורמלית,  

]- ביחס למכפלה הפנימית האינטגרלית בענו  ( ]  0,1( 

 
}  נתונה קבוצה )9 }21, 2 1,6 6 1S x x x= − − ]-ב + ]2P R. 

 . אורתוגונלית S  האם הקבוצהבדקו  
 האם היא בסיס אורתוגונלי? האם היא אורתונורמלית? 

 האם היא בסיס אורתונורמלי? 
 אותה. נרמלו במידה והקבוצה אורתוגונלית אך לא אורתונורמלית,  

]- ביחס למכפלה הפנימית האינטגרלית בענו  ( ]  0,1( 

 

]  קבוצההנתונה   )10 ]3

2 4 6 1 0 0 1 1 1
0 2 4 0 1 0 0 1 1
0 0 2 0 0 0 0 0 1

S M R
 −       = − − ⊆         

. 

   ?אורתוגונלית? האם היא בסיס אורתוגונלי S  האם הקבוצה  :בדקו
 האם היא אורתונורמלית? האם היא בסיס אורתונורמלי? 

 אותה. נרמלו   ,במידה והקבוצה אורתוגונלית אך לא אורתונורמלית
 . ריצותביחס למכפלה הפנימית הסטנדרטית של המט ענו 

 
 את שוויון פרסבל.  וח יוהוכ  ונסח  )11

 
 ענו על הסעיפים הבאים:  )12

1יהי   .א 1(1,1), (1, 1)
2 2

B  = − 
 

 .2Rבסיס אורתונורמלי של  

2vאת שוויון פרסבל עבור וקטור כלשהו    ואמת R∈. 

1יהי   .ב 1(1,1,0), (1, 1,0), (0,0,1)
2 2

B  = − 
 

 .3Rבסיס אורתונורמלי של  

3vאת שוויון פרסבל עבור וקטור כלשהו    ואמת R∈. 
 

1
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1יהי   )13 2 3 4

1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1, , ,
1 1 1 1 1 1 1 12 2 2 2

D A A A A
 − −        

= = = = =        − − − −        
. 

2מהווה בסיס אורתונורמלי של   D -ש וח יהוכ  .א ( )M R   עם המכפלה

)הפנימית   ), TA B tr B A=. 
2כתבו את שוויון פרסבל עבור מטריצה כללית   .ב ( )A M R∈  עם המכפלה

 הפנימית לעיל. 
 

)במרחב   )14 )[ , ]C π π−   של כל הפונקציות הרציפות בקטע[ , ]π π−   נגדיר את

,1המכפלה הפנימית הבאה  ( ) ( )f g f x g x dx
π

ππ −

= ∫. 

}תהי   }1 2( ) cos , ( ) sinf x x f x x=  מערכת אורתונורמלית במרחב זה.  =

את אי שוויון בסל עבור הפונקציה    ואמת
0

( )
0 0
x x

f x
x
≥

=  <
ביחס למערכת   

 הנתונה. 
 

)במרחב   )15 )[ , ]C π π−   של כל הפונקציות הרציפות בקטע[ , ]π π−   נגדיר את

,1המכפלה הפנימית הבאה  ( ) ( )f g f x g x dx
π

ππ −

= ∫. 

}תהי   }1 2 60sin , sin(2 ),..., sin(60 )f x f x f x= = מערכת אורתונורמלית במרחב   =
 זה.

את אי שוויון בסל עבור הפונקציה   וכתב
1 0

( ) 0 0
1 0

x
f x x

x

π

π

− − < <
= =
 < <

ביחס   

 למערכת הנתונה. 
 

 
  

1
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 סופיות  תשובות

) ב. שאלת הוכחה. א.  )1 )
( )

( ) ( )
22 2

2,1, 4 1, 2,1 3, 2,1
, ,

6 142 1 4
S
 − − 
 
 + + − 

 

 שאלת הוכחה. ג. 

2( ( ) ( ) ( ) ( )1 2413, 1,7 2,1,4 3 1,2,1 3, 2,1
7 7
−

− = + + − 

3( ( ) ( ) ( )2 4 2 3 22,1,4 1,2,1 3, 2,1
21 6 14

a b c a b c a b c+ − + + − +
+ + − 

 שאלת הוכחה.  )4
 הקבוצה אורתוגונלית, הקבוצה לא אורתונורמלית, )5

cos cos 2 cos3, , ,
0.5 0.5 0.5

x x xS
π π π

 
=  
 

 

 אורתוגונלית, הקבוצה לא אורתונורמלית,הקבוצה  )6
1 cos sin cos 2 sin 2, , , , ,
2

x x x xS
π π π π π

 
=  
 

 

הקבוצה אורתוגונלית, הקבוצה מהווה בסיס אורתוגונלי, הקבוצה אינה   )7

)  אורתונורמלית, ) ( ) ( )1 1 12,4,4 , 4, 1, 1 , 0,2, 2
36 8 18

S  
= − − − 
 

 

 .הקבוצה לא אורתוגונלית )8
 , הקבוצה אורתוגונלית, הקבוצה מהווה בסיס אורתוגונלי )9

( ) ( ){ }21, 3 2 1 , 5 6 6 1S x x x= − − + 

הקבוצה אורתוגונלית, הקבוצה אינה בסיס אורתוגונלי, הקבוצה לא   )10

  אורתונורמלית,
2 4 6 1 0 0 1 1 11 1 10 2 4 , 0 1 0 , 0 1 1

80 2 60 0 2 0 0 0 0 0 1
S

 −           = − −             
 

 שאלת הוכחה.  )11
 שאלת הוכחה.  )12
 שאלת הוכחה.  )13
 שאלת הוכחה.  )14

15( 2 2 2 2 2

16 1 1 1 12 ...
1 3 5 59π
 ≥ + + + +  

 

1
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 ההיטל של וקטור

 שאלות

)  ואת ההיטל של c  את מקדם פורייה ומצא )1 )1,2,2v =  

)  לאורך  )0,1, 1w =  .3-ב ,−

 
)  ואת ההיטל של c  את מקדם פורייה ומצא )2 )1, 2,2,0v = −  

)  לאורך  )0,2, 1,2w =  .4-ב, −

)  גם מקובל לסמן )proj ,v w. 

 
)  ואת ההיטל של c  את מקדם פורייה ומצא )3 ) 2 1p x x= )  לאורך  − ) 2q x x= ,

]- במרחב הפולינומים עם המכפלה הפנימית האינטגרלית ב ]0,1. 

 

1  ואת ההיטל של c  את מקדם פורייה ומצא )4 2
3 4A  =  
 

1  לאורך   2
1 0B  =  − 

, 

 עם המכפלה הפנימית הסטנדרטית.  2במרחב המטריצות הממשיות מסדר  
 

3Vיהי   )5 R=   ויהי{ }1 2(1, 2,1), (1, 11)W span w w= = =  .V  תת מרחב של −

)קטור  ו את ההיטל של הו  ומצא 2, 2, 2)v = לפי המכפלה   W  על תת המרחב −
3V- הסטנדרטית בהפנימית  R=. 

vכסכום  vאת   מו בנוסף, רש v v⊥= +


v,  כאשר , W v W ⊥
⊥∈ ∈



. 

 
4Vיהי   )6 R=  .עם המכפלה הפנימית הסטנדרטית 

}ויהי   }1 2 3(1,1,0, 1), (1,0,11), (0, 1,1, 1)W span w w w= = − = = −  .V  תת מרחב של  −
,3)  וקטורו קטור הקרוב ביותר לואת הו ומצא 4,5,6)v  .W  תת המרחב ב =

W- ווקטור מ W- כסכום של וקטור מ vאת   ובנוסף, כתב  ⊥. 
 

]יהי   )7 ]( )0,1V C=   [0,1]מרחב הפונקציות הרציפות על הקטע. 

1ויהי   2
11,
2

W span w w x = = = − 
 

 .V  תת מרחב של  

24את ההיטל של   ומצא 4v x=   עם המכפלה הפנימית האינטגרלית  W  על  −
W- ווקטור מ  W- כסכום של וקטור מ vאת   ובנוסף, כתב הסטנדרטית. ⊥. 

  

1
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)נתון המרחב   )8 )[ 1,1]C עם המכפלה הפנימית   −
1

1

, ( ) ( )f g f x g x dx
−

= ∫ . 

)נגדיר תת מרחב של   )[ 1,1]C −          :{ }1 2| | , | |W sp f x x f x x= = + = −. 

)2מצאו את ההיטל של   )f x x=  עלW. 

 

)נתון המרחב   )9 )[ , ]C π π−   1עם המכפלה הפנימית, ( ) ( )f g f x g x dx
π

ππ −

= ∫ . 

)נגדיר תת מרחב של   )[ , ]C π π− :

{ }1 2 60sin , sin(2 ),..., sin(60 )W sp f x f x f x= = = = . 

}ידוע שהקבוצה   }60

1i i
f

=
 היא קבוצה אורתונורמלית.  

מצאו את ההיטל של 
1 0

( ) 0 0
1 0

x
f x x

x

π

π

− − < <
= =
 < <

 .Wעל   

 

  

1
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 סופיות  תשובות

1( ( )proj , 0, 0v w cw c= = = 

2( ( ) ( )2 2proj , 0, 2, 1, 2 ,
3 3

v w cw c −
= = − − = 

3( ( ) ( ) 25 5proj , ,
6 6

p q c q x x c= ⋅ = = 

4( ( ) 1 11 2proj , ,1 03 6
A B cB c = = = − 

 

5( ( ) (0, 2,0)vπ = ,(0, 2,0) ( 2,0,2)v v v⊥= + = + −


 
6( ( )( ) 5, 2,3,6vπ = ,(3, 4,5,6) (5,2,3,6) ( 2,2,2,0)v v⊥= + = + −



  

7( 14( ) 4
3

v xπ = − + ,214 24 4 4
3 3

v v v x x x⊥
   = + = − + + − +   
   



 

8( 3 | |
4Wproj f x= 

9( 4sin( ) 4sin(3 ) 4sin(5 ) 4sin(59 )...
3 5 59W

x x x xproj f
π π π π

= + + + + 

 

1
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 שמידט -תהליך גרם

 שאלות

)  נתון: )1 ) ( ) ( ){ } 31, 2,3 , 4,5,6 , 7,8,9U span= ⊆. 

 .U- בסיס אורתונורמלי ל ומצא
 

)  נתון: )2 ) ( ) ( ){ } 42, 2, 2, 2 , 1,1, 2,4 , 1,2, 4, 3U span= − − ⊆. 
 .U- בסיס אורתונורמלי ל ומצא

 
}  נתון: )3 } [ ]2 3

34, , ,U span x x x P x= ⊆. 

 ,U- בסיס אורתונורמלי ל ומצא
]  בהתייחס למכפלה הפנימית האינטגרלית בקטע  ]1,1−. 

 

]  נתון: )4 ]2
1 2 1 2 0 2, ,3 4 1 0 1 1U span M R      = ⊆      −      

. 

 ,U- בסיס אורתונורמלי ל ומצא
 של המטריצות.  הפנימית הרגילהבהתייחס למכפלה 

 

 

 
 סופיות  תשובות

1( ( ) ( )1 11,2,3 , 4, 1,2
15 21orthonormalB  

= − − 
 

 

2( ( ) ( ) ( )
1 2 3

2, 2, 2, 2 1, 1,0,2 1,3, 6,2
, ,

16 6 50orthonormalB w w w
 − − −

= = = = 
 

 

3( 
2 3

1 2 3 4
4 3 1 5 3ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,
32 2 8 8

3 5 7

orthonormal
x x x xB w w w w

 
 − − = = = = = 
 
  

 

4( 1 2 3

1 2 7 14 4 3
3 4 9 2 2 2ˆ ˆ ˆ, ,

30 330 33orthonormalB w w w

 −     
      − − −      = = = = 

 
  

 

1
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מתמטיקה שימושית
פרק 3 - טורי פורייה

תוכן העניינים

1. הקדמה  י (ללא ספר)

2. טור פורייה ממשי י 24

3. טור פורייה מרוכב י 25

4. משפט פרסבל  י 26

5. רימן לבג  י 29

6. משפט דיריכלה י 30

7. המשכה זוגית ואי זוגית י 32

8. גזירה ואינטגרציה של טורי פורייה י 33

9. טור פורייה בקטע כללי י 36

10. התכנסות במידה שווה של טורי פורייה י 38

11. משפט הקונבולוציה י 39

12. גרעין דיריכלה י 41

13. גרעין פייר וממוצעי סזארו י 43
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15. תרגילים מסכמים י 46
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 טור פורייה ממשי:

 שאלות:

)חשבו טור פורייה ממשי לפונקציה   (1 )f x x=   בקטע , −. 

 

)מצאו טור פורייה של   (2 )f x  בקטע   , −   כאשר( )
1          0

0      0

x
f x

x





 
= 

−  
 . 

 

)מצאו טור פורייה של   (3 )f x  בקטע   , −   כאשר( ) ( )sinf x x=.  

  

)מצאו טור פורייה של   (4 )f x  בקטע   , −   כאשר( )
1          1

0            

x
f x

else

 
= 


 . 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 תשובות סופיות:

1) ( ) ( )
20

1

2
1 sin

n

n

nx
n=

− − 

2)  ( )
( )

( )( )
1

1 2
sin 2 1

2 2 1k

f x k x
k



=

+ −
−

  

3) ( )
( )

( )2
1

2 4 1
sin cos 2

1 2k

x kx
k 



=

+
−

  

4) ( )
( )

( )
1

sin1 2
cos

n

n
f x nx

n 



=

+  

 

1
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 טור פורייה מרוכב: 

 שאלות:

)חשבו טור פורייה מרוכב לפונקציה   (1 )f x x=   בקטע , −. 

 

)מצאו טור פורייה של   (2 )f x   בקטע , −   כאשר( )
      0

0            0

x x
f x

x





− −  
= 

 
.  

 

)מצאו טור פורייה של   (3 )f x   בקטע , −   כאשר( )
        0

2          0

x x
f x

x x





−  
= 

 
. 

  

)מצאו טור פורייה של   (4 )f x   בקטע , −   כאשר( )
1         0

2         0

x
f x

x





−  
= 

−  
.  

 

)מצאו טור פורייה מרוכב של   (5 )f x   בקטע , −   כאשר( )
( )

0            0

sin        0

x
f x

x x





−  
= 

 
.  

 

 
 
 
 

   תשובות סופיות:

1) 
( )1

n
n

inx

n

x i e
n

=

=−

−
 

2) ( )
( ) ( )

2

0

1 1 11

4 2

n n

inx

n

f x e
in n








−


 − − − 
+ − − + 

  
  

3) ( )
( )

( )2 2

0

11 1
3 1

4 2

n

n inx

n

f x e
n n in

 





−


 −
+ − + − − 

  
   

4)  ( )
( )

( )2 11 3

2 2 1

k
i k x

k

f x e
i k

=
−

=−

− −
−

    

5) ( )
( )

 2

2

1 1 1 1

4 4 1 2

i k xix ix

k

f x e e e
i i k


−

=−

− +
−

   
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 משפט פרסבל:

 שאלות:

)באמצעות טור הפורייה   (1 ) ( )
1

2
1 sin

n

n

x nx
n



=

− −  חשבו את הסכום ,
2

1

1

n n



=

. 

 

)נתון כי טור הפורייה הממשי של   (2 )
1         0

0     0

x
f x

x





 
= 

−  
בקטע    , −  

הינו  
( )

( )( )
1

1 2
sin 2 1

2 2 1k

k x
k



=

+ −
−

  הוכיחו כי .
( )

2

2
1

1

82 1k k



=

=
−

. 

 

)נתונות הפונקציות   (3 )
0                0

      0

x
f x

x x



 

 
= 

+ −  
)- ו  )g x x= . 

מצאו להן טורי פורייה ממשיים והוכיחו באמצעותם כי  
( ) 2

2
1

1

12

n

n n



=

−
= −. 

 

)מצאו טור פורייה מרוכב של הפונקציה   (4 )
1           0

0       0

x
f x

x





 
= 

−  
ובאמצעותו   

חשבו את הסכום  
( )

2

1

2 1

n

n n

=

=− +
. 

 

)נתונות הפונקציות   (5 ) 2

1             0

      0 x

x
f x

e x





 
= 

−  
)- ו  ) 2

0               1

1
       0 1

1

0           0 

x

g x x
x

x





 



=  
+

−  

.   

  ,  - נסמן את טורי פורייה המרוכבים שלהם ב
n n

inx inx

n n

n n

f f e g g e
= =

=− =−

  . 

הוכיחו כי  
1

8

n

n n

n

f g
=

=−

 =.    
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   :2נתונה פונקציה מחזורית עם מחזור  (6

( ) ( )sinh    ,    
2

x xe e
f x x x 

−−
= = −   

3שרטטו את גרף הפונקציה בקטע   .א 3x −  . 

 . פתחו את הפונקציה לטור פורייה ממשי .ב

חשבו את סכום הטור   .ג
( )

2

2
2

1 1n

n

n



= +
. 

 

)הפונקציה   (7 )f x   מוגדרת בקטע , − על ידי הנוסחה  :( )
( )

22
1

1 1

2

inx

n

f x e
n n



=

= −
+

.

)שבו ח ) ( )
2

f x f x dx






−

+ −.  

 

)היעזרו בפיתוח פורייה של הפונקציה   (8 ) sin
2

px
f x

 
=  

 
בקטע    , −  0כאשרp  

את הזהות   כדי להוכיח
( )

2 2

2
2

1 641 4n

n

n



=

=
−

.    

 

)היעזרו בפיתוח פורייה של הפונקציה   (9 )
2        

0     

h h x
f x

x h





  
= 

−  
בקטע    , − 

כאשר   0 ,h    ובשוויון פרסבל כדי לחשב   −
( ) ( )

2
1

1 1 cos 2
n

n

n

n



=

− −
. 

 

 ענו על הסעיפים הבאים:  (10

)מצאו טור פורייה מרוכב של   .א ) sin
2

x
f x

 
=  

 
  בקטע  , −. 

הוכיחו באמצעות הטור מסעיף א' כי   .ב
( )

2 2

2
2 321 4n

n

n



=−

=
−

. 

הסיקו כי   .ג
( )

2 2

2
2

1 641 4n

n

n



=

=
−

.       
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 תשובות סופיות:

1) 
2

6


   

 הוכחה.  (2

 הוכחה.  (3

4) 
2

4


  

 הוכחה.  (5

)ב.     א. ראו סרטון.   (6 )
( )( )

( )2
1

sinh 12
sinh sin

1

n

n

n
x nx

n







=

−
−

+
    

     0.769ג. 

7) 8  

 הוכחה.  (8

9) 
2 4

4

 −
 

א.  (10
( )( )

( )2

4 1
sin

2 1 4

n

inx

n

n ix
e

n



=−

− − 
 

− 
     .ב. הוכחה     

   ג. ראו סרטון.
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 רימן לבג:

 שאלות:

)חשבו   (1 ) ( )
2 2lim cos sinx x

n
e x nx dx





+

→
−

. 

 

חשבו   (2
( )

2

2
lim

1

n
i n t

n

n

n
e dt

nt







→

−
+

. 

 

הוכיחו כי   (3
2

2
0

lim 0
2017

x s
inx

n

se ds
n e dx

s




→

−

 
=  + 

 .   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 תשובות סופיות:

1) 0   

2) 0   

 הוכחה.   (3
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 משפט דיריכלה:

 שאלות:

)בתרגיל קודם פיתחנו את הפונקציה   (1 )f x x=   בקטע , −   לטור פורייה 

)ממשי   ) ( )
1

2
~ 1 sin

n

n

x nx
n



=

− − . 

היעזרו בפיתוח זה כדי להוכיח   
( )

1

1

1

2 1 4

k

k k


+



=

−
=

−
  . 

רמז: הציבו 
2

x


=. 

 

):  2נתונה פונקציה מחזורית עם מחזור  (2 )
2

2         0

2                     0

x
x

f x

x







+ −  

= 
  

. 

  שרטטו את גרף הפונקציה בתחום .א 3 ,3 −. 

 . פתחו את הפונקציה לטור פורייה ממשי .ב

  הוכיחו כי  .ג
( )

2

2
1

1

82 1n n



=

=
−

. 

 

במרחב הפונקציות   (3 2 ,PCL  −   נתונה הפונקציה( ) 2f x x=. 

)חשבו את טור פורייה הממשי של  .א )f x. 

חשבו את הטור   .ב
4

1

1

n n



=

. 

חשבו את הטור   .ג
( )

2
1

1
n

n n



=

−
. 

חשבו את הטור   .ד
2

1

1

n n



=

. 

 

)היעזרו בפיתוח פורייה של הפונקציה   (4 ) ( )cosf x ax=   בקטע , −  כאשרa 

   אינו מספר שלם כדי להוכיח את הזהויות:

 .א
( )

( )
1

1 1 1 1
1

sin

n

na a a n a n     



=

 
= + − + + − 

 

) .ב )
1

1 1 1
cot

n n n


    



=

= + +
+ −

   
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 תשובות סופיות:

 הוכחה.   (1

   א. ראו סרטון.   (2

)ב.  )
( )

 ( )
( )

( )22
1 1

2 13 4
cos 2 1 sin

2 2 1

n

k n

f x k x nx
nk 

 

= =

−
+ − +

−
      .ג. הוכחה   

א.  (3
( )

( )
2

2

2
1

1
4 cos

3

n

n

x nx
n

 

=

−
+    .ב

4

90


ג.     

2

12



−
ד.    

2

6


  

     ב. הוכחה.    א. הוכחה.   (4
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 המשכה זוגית ואי זוגית:

 שאלות:

)נתונה הפונקציה   (1 )f x x=   בקטע 0, . 

)מצאו לה טור קוסינוסים:   )0

1

cos
2

n

n

a
f a nx



=

+   0והוכיחו כי לכל x    

מתקיים  
( )

 ( )2
1

4
cos 2 1

2 2 1n

x k x
k







=

−
= + −

−
.       

 

)נתונה הפונקציה   (2 ) 1f x בקטע   = 0, . 

)מצאו לה טור סינוסים:   )
1

sinn

n

f b nx


=

  :והוכיחו כי 

0לכל    .א x     מתקיים
( )

 ( )
1

4
1 sin 2 1

2 1k

k x
k



=

= −
−

 

 .ב
( )

( )1

1

2 1 4

k

k k



=

−
= −

−
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
   

 תשובות סופיות:

 הוכחה.  (1

 ב. הוכחה.   א. הוכחה.   (2
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 גזירה ואינטגרציה של טורי פורייה:

 שאלות:

)תהי   (1 )f x   פונקציה רציפה בקטע , −   המקיימת( ) ( )f f − =  

)ונניח כי היא גזירה למקוטעין ברציפות )כלומר נניח   )  2' ,PCf x L   −( . 

)נסמן   ) ~ inx

n

n

f x c e


=−

    אזי הטורinx

n

n

c e


=−

  .מתכנס בהחלט 

 

)נתונה הפונקציה   (2 ) ( )f x x x= בקטע   − 0,. 

   .הפונקציה לטור סינוסיםפתחו את   .א

 לאיזו פונקציה מתכנס הטור?   .ב
 . מחזורים( 3שרטטו את גרף הפונקציה )לפחות 

הוכיחו כי   .ג
( )

6

6
1

1

9602 1n n



=

=
−

. 

הוכיחו כי   .ד
( )

1 3

3
1

( 1)

322 1

k

k k

+

=

−
=

−
. 

)מצאו פיתוח לטור קוסינוסים של   .ה )
2 3

2 3

x x
g x


= בקטע   − 0,. 

בעזרת הטור הקודם הוכיחו כי  .ו
( )

4

4
1

1
  

962 1k k



=

=
−

.   0רמז: הציבוx =. 

 

)נתונה הפונקציה   (3 )
2xf x e=   בקטע , − . 

)נסמן   ) inx

nf x c e


−

 .פיתוח פורייה מרוכב 

ncהאם הטור   .א


−

 ?מתכנס     

nnהאם הטור   .ב c


−

 ?מתכנס     

האם הטור   .ג
2

2

nn c


−

 ?מתכנס     

 

)נתבונן בטור הפורייה   (4 ) ( )

0

in x i

n

f x e


+

=

=.  

)כמה פעמים ניתן לגזור את   )f x? 

1
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 ענו על הסעיפים הבאים:  (5

הוכיחו כי   .א
( )

1

sin

2n

nx x

n



=

−
=   בקטע( )0,2. 

)נסמן   .ב )
( )

3
1

sin

n

nx
g x

n



=

=  מצאו את .( )g x   באופן מפורש )ללא טור( בקטע( )0,2.     

  

)תהי   (6 )f x   1גזירה ברציפותk פעמים בקטע   − , −  גזירה ברציפות למקוטעין ,k 

)פעמים כך שמתקיים   ) ( ) ( ) ( )j j
f f − ...,0,1לכל   = 1j k= inx. נסמן  −

nf c e


−

 .

)הוכיחו כי   )lim 0k

n
n

n c
→

=.  

   

 ענו על הסעיפים הבאים:  (7

)תהי   .א )  2 ,PCf x L   )פונקציה גזירה ברציפות המקיימת   − ) ( )f f − =  

)- ו ) 0f x dx



−

=  הראו כי מתקיים .( ) ( )
2 2

'f x dx f x dx

 

 − −

 . 

)  תהי   .ב )  2 0,PCf x L    פונקציה גזירה ברציפות המקיימת( ) ( )0 0f f = = .

)הראו כי מתקיים   ) ( )
2 2

0 0

'f x dx f x dx

 

 .   

 

)נגדיר   (8 )
2

2

1

1

in xf x e
n



−

=
+

. 

)הוכיחו כי   .א )f x  .רציפה  

)הוכיחו כי   .ב )f x .אינה גזירה ברציפות   

 

)נגדיר   (9 ) ( )2.5

3
1

1
sin

1n

f x n x
n



=

=
+

 

)הוכיחו כי   .א )f x  .רציפה 

)הוכיחו כי   .ב )f x .אינה גזירה ברציפות   

  

)נסמן    (10 )
( ) ( )
1.4 2.8

1

cos sin

n

nx nx
f x

n n



=

= +. 

 רציפה?  fהאם   .א

   גזירה ברציפות? fהאם   .ב

   

1
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)נגדיר   (11 )
( )

4
1

sin

n

nx
f x

n



=

=  הוכיחו כי .( )f x  פעמים ברציפות. 4אינה גזירה 

 

)נסמן   (12 ) 3.1 2.2
1

2 inx

n

f x e
n i n



=

= 
+ 

  הוכיחו כי .f .גזירה ברציפות פעמיים      

 

 
 
 
 

 
 
 

 תשובות סופיות:

 הוכחה.   (1

)א.  (2 )
( )

 ( )  3
1

8
sin 2 1       0,

2 1k

f x k x
k






=

−
−

    

  ד. הוכחה.     ג. הוכחה.     ב. ראו סרטון.    

ה.  
( )

 ( )  
2 3 3

4
1

8
cos 2 1      0,

2 3 12 2 1k

x x
k x

k

 






=

−
− + −

−
  .ו. הוכחה      

א.  (3
22

2

1 1 1 1

2 2
n nnc n c

n n

  

− − −

  +          .בnn c


−

    

)ג.  )
2 221

'
2

nf x dx n c








−−

=      

 ראו סרטון.  (4

ב.    א. הוכחה.   (5
2 3 2

2 2 12 6

x x
x

 
− + +    

 הוכחה.  (6

 ב. הוכחה.    א. הוכחה.   (7

 ב. הוכחה.    א. הוכחה.   (8

 ב. הוכחה.    א. הוכחה.   (9

א.  (10
.4 2.8

1 1

1 1

n nn n

 

= =

+         ב. נניח בשלילה כיf  .גזירה ברציפות 

 הוכחה.  (11

 הוכחה.  (12
 

 

1

פרק 3טורי פורייה

35

35



 
 

 
  
  
 

www.gool.co.il                                                                                                      
 

 טור פורייה בקטע כללי:

 שאלות:

)חשבו טור פורייה ממשי לפונקציה   (1 ) 2f x x=   בקטע 0,2. 

 

)תהי הפונקציה  (2 )  min 1,f x x=.   

)של טור פורייה של   nb- ו naחשבו את מקדמי פורייה  .א )f x   בקטע 2,2−. 

חשבו את   .ב
( )

2
0

1

2 1k k



= +
  ,   ( )

4
0

1

2 1k k



= +
. 

 

)נתונה הפונקציה   (3 ) 2

x

f x e=   בקטע 0,2. 

 פתחו את הפונקציה לטור פורייה מרוכב.  .א

 .מחזורים( 3לאיזו פונקציה מתכנס הטור? שרטטו את גרף הפונקציה )לפחות   .ב

   חשבו את סכום הטור .ג
2 2

1

1

1 4n n



= +
. 

 

)  פתחו את (4 )f x x=   בקטע  לטור פורייה 1,1−. 

 

)פתחו את   (5 )
          0 1

2      1 2

x x
f x

x x

 
= 

−  
לטור סינוסים בקטע    0,2.     

 

)נתונה פונקציה   (6 )f x  המקיימת( ) ( )2f x f x= )ובנוסף   + )=2     1 1f x x x− −  . 

 פורייה ממשי. פתחו את הפונקציה לטור  .א

חשבו את סכום הטור   .ב
( )

4
1

1

2 1k k



= −
. 

   חשבו את הסכום  .ג
( )

2
1

1

2 1k k



= −
 . 

)האם טור הפורייה של   .ד )f x  מתכנס במידה שווה בתחום 1,1−?     

 

)מצאו טור קוסינוסים   (7 )f x x=   בקטע 0,3. 

 

)פתחו את   (8 ) ( )cos 2f x x=   לטור סינוסים בקטע 0,.      

1

פרק 3טורי פורייה

36

36



 
 

 
  
  
 

www.gool.co.il                                                                                                      
 

 תשובות סופיות:

1) 
2

2

2
1

4 4 4
cos sin           0 2

3 n

x nx nx x
n n

 




=

+  −      

א.  (2

 

 

22

22

4
     2 1

2 1

8
     4 2

4 2

0                           

n

n k
k

a n k
k

else





−
= −

−
 −

= = −
−





        ,0nb =   

   ב. 
( )

2

2
0

1

82 1k k



=

=
+

      , 

4

4
1

1

962 1k k



=

=
−

 

)א.  (3 )
( )( )

2 2

1 1 2

1| 4

in x

n

e in
f x e

n







=−

− +
        .ג.  ב. ראו סרטון

( )
3

4 1

e

e

−

−
    

4) 
( )

 ( )22
1

1 4 1
cos 2 1

2 2 1k

x k x
k






=

− −
−

     

5) ( )
( )

 

 
22

1

2 18cos
sin

22 1k

k xk
f x

k







=

 −−
 

−  
  

)א.  (6 )
( )

 ( )2 2
1

3 4
cos 2 1

2 2 1k

f x k x
k






=

+ −
−

    .ב
4

96


ג.      

2

8


     

)רציפה בקטע    fאם   ד.  ) ( )    , ,f a f b a b= ו -'f   רציפה למקוטעין אזי טור פורייה

בקטע   f- מתכנס במ"ש ל  fשל  ,a b. 

7) ( )
( )

( )
22

1

2 13 12
cos

2 32 1k

k
f x x

k







=

− −
+  

−  
 

8) ( )
 

 
 ( )2

1

4 2 11
cos 2 sin 2 1

4 2 1k

k
x k x

k



=

−
− −

− −
         
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 התכנסות במידה שווה של טורי פורייה:

 שאלות:

)תהי הפונקציה   (1 )
                0

                 0

x x
g x

x x



 

− −  
= 

−  
   

)חשבו את טור פורייה הממשי של   .א )g x. 

xעבור  .ב −     נגדיר את הפונקציה( ) ( )sin
2

x
x

h x a g t dt
−

 
= + 

 
  

)כאשר   )g x .'מוגדרת בסעיף א 

)מתכנס טור פורייה של   aעבור אילו ערכים של   )h x   במידה שווה 

)- ל )h x   בקטע , −. 

 

)נגדיר פונקציה   (2 ) ( )sinf x x=   במרחב ( )2 ,PCL  −  ונסמן ב -( )'f x .את הנגזרת שלה 

 .f'ושל  fחשבו את טורי הפורייה הממשיים של   .א

 לאילו פונקציות מתכנסים נקודתית טורי הפורייה שחישבתם?   .ב

שרטטו את הגרפים של פונקציות אלו בתחום   3 ,3 −. 

 במידה שווה?  fבאילו קטעים סגורים מתכנס טור הפורייה של   .ג

 במידה שווה?  f'באילו קטעים סגורים מתכנס טור הפורייה של   .ד

 
 תשובות סופיות:

)א.  (1 ) ( )
1

1
sin 2

2 k

g x k x
k

 

=

+      .ב
2

2
a


= −     

)א.  (2 )
( )( )

( )
1

2 1 4
cos 2

2 1 2 1k

f x k x
k k 



=

 − 
+   

+ −   
     ,

( )
( )( )

( )
1

1 8
' sin 2

2 1 2 1k

k
f x k x

k k



=

 
 

+ − 
    .ב( )

cos          0
'

cos      0

x x
f x

x x





 
= 

− −  
   

)ג.  )f x  2- פונקציה רציפה,  מחזורית  הנגזרת רציפה למקוטעין, ולכן טור פורייה ,

  שלה יתכנס אליה במידה שווה על פני כל הישר הממשי.  

)ד. טור פורייה של   )'f xקטע סגור שאינו מכיל  -יתכנס אליה במידה שווה בכל תת

)רציפות של הפונקציה, כלומר בקטעים כאלו:   -אינקודות  ), 1n n   + + −    

0לכל        ולכלn .שלם         
 

1

פרק 3טורי פורייה

38

38



 
 

 
  
  
 

www.gool.co.il                                                                                                      
 

 משפט הקונבולוציה:

 שאלות:

)הוכח את הטענה כי אם   (1 ) ( ) ,  f x g x  2- רציפות למקוטעין ומחזוריות  

)אז  )
( )

*
x

f g 2- מחזוריות.    

 

)הוכח את הטענה כי אם   (2 ) ( ) ,  f x g x  2- רציפות למקוטעין, מחזוריות 

)ופונקציות זוגיות אז   )
( )

*
x

f g  .זוגית 

 

)נתונה   (3 )f x 2- רציפה למקוטעין ומחזורית   כך שלכל ,x   −   

)מתקיים   ) ( )
,

2 2

2f x x
 

 
 
− 
 

=  . 

)  ממשי את הקונבולוציה  xחשבו לכל   )
( )

*
x

f f  . 

הערה:     ( )
 

,

1      ,

0        
a b

x a b
x

else


 
= 


.  

 

)נתונות   (4 ) ( ) ,  f x g x  2- רציפות למקוטעין ומחזוריות   כך שלכל ,x   − 

)מתקיים   ) ( ) ( )2   ,  cosf x x g x x= = . 

)  ממשי את הקונבולוציה  xחשבו לכל   )
( )

*
x

f g  .  

 

)נתונות   (5 ) ( ) ,  f x g x  2- רציפות למקוטעין ומחזוריות   כך שלכל ,x   − 

)מתקיים   ) ( )   ( )0,1
  ,  f x x g x x= = . 

)  ממשי את הקונבולוציה  xחשבו לכל   )
( )

*
x

f g  .  
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 תשובות סופיות:

 הוכחה.   (1

 הוכחה.  (2

3) x −  

xלכל   (4 −    ,( )
( )

( )* 2cos
x

f g x= −     

5)  ( )
( )

( )( )

( )( )

22

22

1
1                  1

4
*

1
2 1      1

4

x

x x x

f g

x x x

 


  



− − − +  

= 
  − + − −   − +
 
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 גרעין דיריכלה:

 שאלות:

)נגדיר   (1 )
n

ikx

n

k n

D x e
=−

=   .)גרעין דיריכלה( 

)הוכיחו כי   .א ) ( )
1

1 2 cos
n

n

k

D x kx
=

= + . 

)הוכיחו כי   .ב )

1
sin

2

sin
2

n

n x

D x
x

  
+  

  
=

 
 
 

2xעבור    m.  

 

)שלם את ערכו של הביטוי   nחשבו לכל ערך של   (2 ) ( )

1
sin

21
sin 100

2
sin

2

n x

I n x dx
x






−

  
+  

  
=

 
 
 

.   

 

)הוכיחו כי   (3 )
2

1 1 1
sin sin sin

2 2 21
2 1

12
sin

2

n x x n x

I dx n

x






−

         
+ + +        

         = = +
 
 
 

   לכלn.   

 

)נניח כי   (4 )f x   רציפה למקוטעין בקטע , −  נסמן .( )
n

ikx

n k

k n

S x c e
=−

=    .טור פורייה חלקי

)הוכיחו כי   ) ( )* n nx
f D S x=.   

  

חשבו את הגבול   (5
( )

( )
2

1

1
1 sin

2
lim

1
sin

2

n x

arctg x n x

dx

e x




→ −−

  
− +  

  

 
 
 

.  
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)נגדיר   (6 ) ( )17

2001
sin

1 2 2cos cos
2 sin 2

x t
t

t
S x e dt

t






−

−

=   . 

, יהיו    n na b מקדמי פורייה הממשיים ו -
nc   מקדמי פורייה המרוכבים, של הפונקציה( )S x . 

חשבו את  
1001 500 ,  c b. 

)רמז:    ) ( ) ( )
1

2
N NS x D t f x t dt






−

= −  כאשר( )ND t   גרעין דיריכלה מסדרN ו -
NS  

      .fי של -N- קי ה טור פורייה החל

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

       
 תשובות סופיות:

 ב. הוכחה.   א. הוכחה.   (1

2) 0   

 הוכחה.   (3

 הוכחה.  (4

5) 
2

2e


− 

6) 1001 5000   ,   0c b= =   
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 גרעין פייר וממוצעי סזארו:

 שאלות:

)נסמן   (1 )nD x    :גרעין דיריכלה. נגדיר את גרעין פייר כך( ) ( )
0

1

1

n

n k

k

K x D x
n =

=
+
. 

)הראו כי לכל   .א )

2

2

1
sin

1 2
      2

1
sin

2

n

n
x

K x x m
xn



+ 
 
 = 

+  
 
 

. 

)הראו כי   .ב ) 1
1

n
ikx

n

k n

k
K x e

n=−

 
= − 

+ 
.    

 

)הוכיחו כי   (2 ) 0nK x    לכלx   כאשר( )nK x  .גרעין פייר 

 

)הוכיחו כי   (3 )
1

1
2

nK x dx






−

=     

 

0הוכיחו כי לכל   (4      מתקיים( )
1

lim 0
2

n
n

x

K x dx
 

→
 

=. 

 

)נניח כי   (5 )f x 2- רציפה למקוטעין, מחזורית   וכי( )m f x M    לכלx   .ממשי

)הוכיחו כי   )nm x M    לכלn  טבעי ולכל  x   ממשי כאשר( )n x   סדרת

)ממוצעי סזארו של הפונקציה   )f x. 

 

)תהי   (6 )x   רציפה בקטע , −  :ונניח כי 

i. ( ) 0x . 

ii. ( )
1

1
2

x dx








−

=. 

iii.   00קיים      כך שלכל
0x   מתקיים( ) 0x =. 

)נגדיר   ) ( )nF x n nx=   .ונרחיב אותה באופן מחזורי 

)הוכיחו כי   )nF x .מהווה גרעין חיובי              

  
 

1

פרק 3טורי פורייה

43

43



 
 

 
  
  
 

www.gool.co.il                                                                                                      
 

 תשובות סופיות:

 ב. הוכחה.    א. הוכחה.   (1

 הוכחה.  (2

 הוכחה.  (3

 הוכחה.  (4

 הוכחה.  (5

 הוכחה.  (6
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 גרעין פוואסון:

 שאלות:

 ענו על הסעיפים הבאים:  (1

0הוכיחו כי לכל   .א 1r    מתקיים
( )

2

2

1

1 2 cos

n inx

n

r
r e

r x r



=−

−
=

− +
. 

)גרעין פוואסון נתון על ידי   .ב )
( )

2

2

1

1 2 cos
r

r
P x

r x r

−
=

− +
). תהי   )f x   פונקציה

inxוטור פורייה שלה נתון על ידי   2רציפה למקוטעין ומחזורית  

n

n

c e


=−

 .

)הראו כי   ) ( )
1

2

n inx

r n

n

f x t P t dt c r e








=−−

− = . 

 הוכיחו את התכונות הבאות של גרעין פוואסון:  .ג

i. ( ) 0rP x    לכלx  .ממשי 

ii.   0לכל      מתקיים( ) 1 0r

rP x →   xבמידה שווה לפי   →⎯⎯⎯−

בתחום     , ,   − −. 

iii.   מתקיים( )
1

1
2

rP x dx






−

=. 

)תהי   .ד )f x   2רציפה ומחזורית   ועם טור פורייהinx

n

n

c e


=−

 . 

)הוכיחו כי   )1n rinx

n

n

c r e f x


→ −

=−

⎯⎯⎯→   .במידה שווה 

)אם סדרת פונקציות   הערה: ניתן להיעזר במשפט הבא: )rP x   מקיימת את

 התכונות הבאות:  

i. ( ) 0rP x    לכלx  .ממשי 

ii.   0לכל      מתקיים( ) 1 0r

rP x → בתחום   xבמידה שווה לפי   →⎯⎯⎯−

   , ,   − −. 

iii.   מתקיים( )
1

1
2

rP x dx






−

=. 

)אזי   ) ( ) ( )11

2

r

rf x t P t dt f x






→ −

−

− ⎯⎯⎯→ .במידה שווה  

 תשובות סופיות:

 ד. הוכחה.   ג. הוכחה.    ב. הוכחה.    א. הוכחה.   (1

1
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 תרגילים מסכמים:

 שאלות:

 טור פורייה:  (1

)מצאו טור פורייה של הפונקציה   .א ) i tf t e =   בתחוםt −     כאשר 

 הוא מספר ממשי לא שלם.

הראו שמתקיים   .ב
( )

( )2 2
1

1 2 1

sin

n
n

n n

 

 

=

=

− 
= −

 − 
. 

הראו שמתקיים   .ג
  ( )

2

2 2

1

sin

n

n n





=

=−

=
−

. 

הראו שמתקיים   .ד
( )

( ) ( )( )
22 2

0

1 1
1

42 1 2 1 cos
2

n

n n n



 



=

 
 −
 = −

  + + −
  
  

. 

 

)נגדיר   (2 )f x x=   במרחב ( )2 ,PCL  −  ונסמן ב -( )'f x  .את הנגזרת שלה 

 .fחשבו טור פורייה ממשי של  .א

) הבא נקודתית בתחום לאיזו פונקציה מתכנס הטור .ב ),− ?

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

sin sin 3 sin 5 sin 7 ...
3 5 7

x x x x+ + + + 

חשבו את הטור  .ג
2

0

1

2 1n n



=

 
 

+ 
. 

 

תהי   (3 ( )2 ,PCf L   −   . 

 . fאת מקדמי פורייה )המרוכבים( של   nc- נסמן ב

נסמן   Ren nd c=   :ובנוסף נתון כי 

• f  .ממשית 

• f   מתאפסת על הקטע ,0−. 

) מתקיים השיוויון • )2 cos
n

xinx

n

n

d e x e x
=

=−

=.  

 .f  מצאו את 
 

1
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)המקיימת   2פונקציה זוגית בעלת מחזור  fתהי   (4 ) ( )cos 2f x x=   

0בתחום  
2

x


  ו -( ) 1f x = בתחום   −
2

x


  . 

הסכום   וחשבו את fמצאו את טור פורייה הממשי של  
( )

  ( )1

1

2 1 2 3 2 1

n

n n n n



=

−

− + +
.  

 מתכנס אליה במידה שווה? נמקו.  fהאם טור פורייה של  

 

)נתונה פונקציה   (5 )f x  2רציפה למקוטעין ומחזורית.  

)נסמן   ) ~
n

inx

n

n

f x f e
=

=−

   0ויהיh  .פרמטר כלשהו   

)מצאו את מקדמי פורייה של   ) ( )
1

2

h

h

h x f t x dt
h

−

= + כתלות ב -nf. 

 
 
 
 
 

 תשובות סופיות:

א.  (1
( ) ( )

 

1 sin
n

n
i t in t

n

e e
n

 

 

=


=−

−


−
     .ד. הוכחה. ג. הוכחה.   ב. הוכחה     

)א.  (2 )
( )

 ( )2
0

4
cos 2 1

2 2 1k

f x k x
k







=

+ − +
+

    

ב. 

( )

( )

          1
4

       1
4

0            

k x k

k x k

x k


 


 




  +



− −  


=



ג.      מספר שלם. k, כאשר   
2

8


     

3) ( )
( )22 cos      0

0                       0

x
x e x x

f x
x





  
= 

−  

   

התכנסות במידה שווה בקטע   (4 , −-   אםf  רציפה בקטע , −   ,( ) ( )f f − = 

- ו ' ,f E     בקטע f- מתכנס במ"ש ל  fאזי טור פורייה של   − , − .    

5) 0f   
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 מבוא כללי:

 שאלות:

חשבו את התמרת פורייה של    (1  ( )
 

1,1

1    1,1

0     

x
x

else


−

  −
= 


. 

)מצאו התמרת פורייה עבור   (2 )
1     1

0            

x x
f x

else

 − 
= 


. 

)מצאו התמרת פורייה עבור    (3 )
      0

0         

xe x
f x

else

− 
= 


. 

)מצאו התמרת פורייה עבור    (4 )

1      1

2    1< 2

0         

x

f x x

else

 


= 



. 

)הוכיחו כי התמרת פורייה של    (5 )
      0

       0

ax

bx

e x
f x

e x

− 
= 


,כאשר   0a b    קבועים הינה

( )
1 1 1

2
f

b i a i


  

 
= + − + 

.  

)מצאו התמרת פורייה של    (6 )
1      0 1

0         

x
f x

else

 
= 


 . 

)מצאו התמרת פורייה עבור    (7 )

1      0 1

2     1 2

0         

x

f x x

else

 


=  



. 

)מצאו התמרת פורייה עבור    (8 )
      0 1

0         

xe x
f x

else

−  
= 


. 

)הוכיחו התמרת פורייה של    (9 )
2       -1 1

0         

ixe x
f x

else

  
= 


)הינה     )
 sin 21

2
f




 

−
=

−
.  

)מצאו התמרת פורייה של   (10 )
( )sin       -1 1

0                  

x x
f x

else

  
= 


. 

)חשבו את התמרת פורייה של    (11 )
      

0         

x x a
f x

else

 
= 


0aעבור    .    

)האם קיימת   (12 )1

PCf Lכך ש-   ( )

1
1       

2

1
0              

2

f

 






− 

= 
 


 . 

1
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 תשובות סופיות:

1) 
( )sin 


   

2) ( )
( )
2

1 cos
f






−
=     

3) ( )
( )

1

2 1
f

i


 
=

+
     

4) ( )
( ) ( )2sin 2 sin

f
 




−
=     

 הוכחה.  (5

6) ( )
( ) ( )sin cos 11

2

i
f

 


 

+ −  =     

7)  ( )
21 1 2

2

i ie e
f

i

 


 

− −+ −
=     

8) ( )
( )1

1 1

2 1

i
e

f
i




 

−
−

=
−

     

 הוכחה.   (9

10)  ( )
 ( )  ( )sin 1 sin 11

2 1   1 | 
f i

 


  

 − + 
= −  − 

  

     

11) ( )
( ) ( )

2

sin cos1 a a a
f i

  


 

−
= −     

לא. אינה רציפה בנקודות   (12
1

2
 = .   
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 נוסחת כיווץ והזזה: 

 שאלות:

מצאו התמרת פורייה של    (1  ( )
 

,

1    ,

0     
r r

x r r
x

else


−

  −
= 


0rכאשר     . 

 

)מצאו התמרת פורייה של    (2 )
24 4 1x xf x e− −  על ידי שימוש בעובדה   =−

כי   
2

2
4

1

2

xF e e




−
− =. 

 

)נתונה פונקציה   (3 ) ( )g x G R   בעלת התמרת פורייה( )g  . 

)מצאו פונקציה   )f x כתלות ב(-( )g xבעלת התמרת פורייה )  ( ) ( )cosg  .  

 

)מצאו התמרת פורייה של   (4 )
2axf x e−=  0כאשרa  . 

רמז:  
2

2
4

1

2

xF e e




−
− =     

 

)מצאו פונקציה שהתמרת פורייה שלה היא   (5 ) ( )
( )sin 2

cos 4f


 


= . 

רמז:   ( ) 
( )

1,1

sin
F x




−
=.    
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 תשובות סופיות:

1) 
( )sin r




   

2) ( )
2

2
16

4

i

e
f e







−

=     

3) ( )
( ) ( )1 1

2

g x g x
f x

+ + −
=   

4) ( )
( )

2

4
1

2

af e
a






−

=     

5) ( )
1         4 2 4 2    4 2 4 2

0                2

x or x
f x

else

    −   + − −   − + 
=  

 
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 נוסחת הנגזרת: 

 שאלות:

)נניח כי   (1 )f x G  גזירה, מקיימת( )lim 0
x

f x
→

= ,( )'f x G ו-( ) 301
f





=

+
. 

)מצאו התמרת פורייה של   ) ( )' cos 2f x x. 

 

ממשי כלשהו. הוכיחו כי   aיהי   (2
( )

( )2
2 2

1 1

2 2

ax
F i e

ax a






−

 
   

= −   
 +  

. 

 

)מצאו פונקציה שהתמרת פורייה שלה היא   (3 ) 2f e


 
−

= . 

 רמז:
2

1 1

1 2
F e

x

− 
= 

+ 
.     

 
 
 
 
 
 

  

 
 

 
 
 
 

 תשובות סופיות:

1) 

( )

( )

( )

( )

2 2

30 30

2 2

1 2 1 2

2

i i
 

 

− +
 + 
+ − + +

   

 הוכחה.    (2

3) ( ) ( )
( )

2

3
2

6 2
2

1

x
f x

x

−
= −

+
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 נוסחאות כפל באקספוננט ומודולציה:

 שאלות:

)הוכיחו כי התמרת פורייה של   (1 ) 
( ) ( ) ( )

2 2

1 2
sin

1 1

x c
F cx e

i c c



  

− 
=

   + − + +
   

.  

  

)מצאו פונקציה שהתמרת פורייה שלה היא   (2 )
( ) ( )sin 1 sin 1

1 1
f

 


 

− +
= −

− +
. 

 

)  הוכיחו כי התמרת פורייה של  (3 )
( )  sin      0

0                       0

bxax e x
g x

x

− 
= 


,כאשר    0a b     ,קבועים

)הינה   )
( ) ( )

1 1 1

4
g

bi a bi a


  

 
= − 

− − − + 
. 

 

)מצאו התמרת פורייה של   (4 ) ( )cos 2
x

g x e x
−

על ידי שימוש בנוסחת מודולציה ובעובדה   =

כי   
( )2

1

1

x
F e

 

−
=

+
. 

 

)מצאו התמרת פורייה של   (5 ) ( )2sin 3
x

g x e x
−

על ידי שימוש בנוסחת מודולציה   =

ובעובדה כי   
( )2

1

1

x
F e

 

−
=

+
.  

 

)נניח כי   (6 ) ( )f x G R   ונגדיר( ) ( ) ( )3 2 cosg x f x x= −  בטאו את .( )g    על ידי( )f .  

 

)מצאו פונקציה שהתמרת פורייה שלה היא   (7 ) 23if e e


− −
= .  :רמז

2

1 1

1 2
F e

x

− 
= 

+ 
.    

      

)תהי   (8 )
1       0

0       0

x
H x

x


= 


. 

 חשבו את התמרת הפורייה של הפונקציות הבאות:

) .א ) axH x e−   0כאשרa . 

) .ב ) ( )cosaxH x e bx−   כאשר, 0a b . 

) .ג ) ( )sinaxH x e bx−   כאשר, 0a b . 
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 תשובות סופיות:

 הוכחה.   (1

2) ( )   ( ) ( )1,1
2 sinf x i x x 

−
=       

 הוכחה.  (3

4) ( ) 
 ( )  ( )2 2

1 1
cos 2

2 1 2 2 1 2

x
F e x

   

−
= +

+ + + −
   

5) ( )
( )  ( )  ( )2 2 2

1 1 1 1

2 1 2 1 6 2 1 6
g 

     

 
 = − +
 + + + + −
  

   

6) ( )
( ) ( )

2 2
1 1

3 3
1 1 1

6 3 3

i i

g e f e f
  


− + − − + −   

= +    
    

   

7)  

 
2 3

2

2

1 3

i x
F e

x

+
  
 

+ +  

   

א.  (8
( )

1

2 a i +
       

ב. 
   

1 1 1

4 a i b a i b  

 
+  + − + + 

     

  ג. 
   

1 1 1

4 i a i b a i b  

 
+  + − + + 
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 נוסחת המומנט:

 שאלות:

)מצאו  התמרת פורייה של   (1 )
( )    1,1

0     

x x
g x

else

 −
= 


 על ידי שימוש   

)בנוסחה   )  ( )
d

F x f x i f
d




 =. 

 

)מצאו התמרת פורייה של   (2 )
22 xg x x e−=   על ידי שימוש בנוסחת המומנט ובעובדה

כי    
2

2
4

1

2

xF e e




−
− =. 

 

)מצאו התמרת פורייה של   (3 ) x
g x x e

−
=    על ידי שימוש בנוסחת המומנט ובעובדה

כי    
( )2

1

1

x
F e

 

−
=

+
.   

 

)מצאו את התמרת פורייה של   (4 )
2xf x e−=.   

  

)מצאו התמרת פורייה של   (5 )
( )

2
4 1 5

3 38

x

f x x e

− + +

=.  

 

)תהי   (6 ) 5

1
    1

0       1

x
f x x

x




= 
 

 . 

)הוכיחו כי   )f   פעמים.  3גזירה ברציפות 

 

)נתון כי התמרת פורייה של  (7 )1

PCf L   רציפה היא( )
1

1
f 


=

+
 . 

)הוכיחו כי האינטגרל   )x f x dx



−

 .מתבדר        
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 תשובות סופיות:

1) 
2

cos sin
i
  



−
   

2)  
2

2
2

2 4
1

1
24

xF x e e






−
−  

= − 
 

     

3)  
( )

2
2

2

1

x i
F x e



 

−
 = −

+
   

4) ( )
2

4
1

2
f e






−

=   

5) ( ) ( )
23 5

3 2 16 3
1 3

27 216 792 1088
256

i

f i i e




   


− −

= + − −   

 הוכחה.   (6

 הוכחה.   (7
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 נוסחת ההתמרה ההפוכה:

 שאלות:

חשבו   (1
( )

( )2

cos

1

x
d




 



− +
 לכל x ממשי על ידי שימוש במשפט התמרה הפוכה . 

 

חשבו   (2
( ) ( )sin cos

lim

M

M
M

x
d

 


→
−

 לכל x ממשי על ידי שימוש במשפט התמרה הפוכה . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 תשובות סופיות:

 ראו סרטון.   (1

2) 

0        1

1         1

1
        1 ,  1

2

x

x

x x


 




 = = −

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 משפט פלנשראל:

 שאלות:

 ענו על הסעיפים הבאים:  (1

)חשבו התמרת פורייה של   .א )   ( ),a a
f x x

−
0aעבור   = . 

חשבו את האינטגרל   .ב
( ) ( )sin sinax bx

dx
x x



−

  עבור, 0a b . 

 

הוכיחו כי   (2
( )

0

sin

4

xe x
dx

x


−

=  :תוכלו להיעזר בעובדה .
2

1 1

1 2
F e

x

− 
= 

+ 
. 

 

הוכיחו כי   (3
( )

( )2

0

sin 2 1
1

21 4

x
dx

ex x




 
= − 

+  
. 

 

)הוכיחו כי לא קיימת פונקציה   (4 ) ( ) ( )1 2

PC PCf x L L כך ש -( )
1

1
f 


=

+
.   

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 תשובות סופיות:

)א.  (1 )
( )sin a

f





ב.     = min ,a b      

 הוכחה.    (2

 הוכחה.  (3

 הוכחה.   (4
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 משפט הקונבולוציה:

 שאלות:

חשבו את הקונבולוציה  (1   ( )
( )

1,1 1,1
*

x
 

− −
.   

   תזכורת:
  ( )

 
1,1

1      1,1

0         

x
x

else


−

  −
= 


.   

 . רמז: חלקו למקרים
 

) חשבו את הקונבולוציה (2 )
( )

*
x

f f   כאשר( )
      0

0         0

xe x
f x

x

− 
= 


.  

0xרמז: חלקו למקרים    0-וx . 

 

fמצאו פונקציה   (3 G כך ש-( )
2

sin
f






 
=  
 

.  

 

)את מרחב הפונקציות הממשיות הגזירות פעמיים   E- נסמן ב (4 )f t   

)המקיימות   )f t dt



−

    וגם( )
2

f t dt



−

 .  

)מצאו פונקציה  )g x   כך שלכל( )f t Eמתקיים השיוויון. 

( ) ( )( ) ( ) ( )'' 2f t f t g x t dt f x



−

− − =. 

 

)נגדיר   (5 ) ( )2 2

1 1
  ,   

1 4
g x f x

x x
= =

+ +
). מצאו את הקונבולוציה   )

( )
*

x
f g. 

תזכורת:   
2 2

1 1

2

a
F e

x a a

− 
= 

+ 
. 

     

 ענה על הסעיפים הבאים: (6

)חשבו התמרת פורייה של   .א )1
x

x e
−

+ . 

)פתרו את המשוואה האינטגרלית   .ב )x t x x
e f t dt e x e


− − − −

−

= +. 
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 ענו על הסעיפים הבאים:  (7

)חשבו את הקונבולוציה   .א )
( )

*
x

f f   כאשר( )   ( )0,1
f x x=.   

הוכיחו כי   .ב
( )

2

4

1 cos

3

x
dx

x




−

−
=.  

 

)חשבו את הקונבולוציה   (8 )
( )

*
x

f f   כאשר( )   ( )1,2
f x x=.   

 

)חשבו את הקונבולוציה   (9 )
( )

*
x

f f   כאשר( )   ( )0,2
f x x=.   

 

חשבו את הקונבולוציה   (10  ( )   ( )( )
( )

0,1 1,2
*

x
x x . 

 

)חשבו את הקונבולוציה   (11 )
( )

2 2

*x x

x
e e− −. 

 ההגדרה. לפי   .א

 על ידי שימוש במשפט הקונבולוציה. .ב

הערה: תוכלו להיעזר בעובדה  
2xe dx 



−

−

=.   

 

)מצאו פתרון למשוואה האינטגרלית   (12 ) ( )
( )

2
3 1

2

x

f t f x t dt e

− +

−

− =.  

 

)נניח כי   (13 ) ( )1

PCf x L רציפה ומקיימת את המשוואה האינטגרלית  

( )
2 2 0y xyf y e e dy



−

−

    הוכיחו כי( ) 0f x  . 
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 תשובות סופיות:

1) 
   ( )

( )

 

 1,1 1,1

2       2,0

* 2       0,2

0               
x

x x

x x

else

 
− −

 +  −


= − 



   

 

2) ( )
( )

    0
*

0         0

x

x

xe x
f f

x

− 
= 


     

 

3) ( )

( )  

( )  

2       2,0
2

2       0, 2
2

0               

x x

f x x x

else






+  −




= − 





   

4) ( ) x
g x e

−
=   

 

5) 
2

3

2 9x




+
   

 

א.  (6
( )

2
2

2

1 +
)ב.         ) x

f x e
−

=    

  

)א.  (7 )
( )

0            2

2       1 2
*

            0 1

0             0

x

x

x x
f f

x x

x




−  
= 

 
 

   ב. הוכחה.    

 

8) ( )
( )

0            4

4       3 4
*

2      2 3

0            2

x

x

x x
f f

x x

x




−  
= 

−  
 
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9) ( )
( )

0            4

4       2 4
*

            0 2

0            0

x

x

x x
f f

x x

x




−  
= 

 
 

 

 

10)    ( )   ( )( )
( )

0,1 1,2

0            3

3       2 3
*

1       1 2

0            1

x

x

x x
x x

x x

x

 




−  
= 

−  
 

 

 

א.  (11
2

2

2

x

e
 −

        .ב
2

2

2

x

e
 −

     

 

12) ( )

2
1

3
24

6 x

f x e


 
− + 
 =   

 

 הוכחה.   (13
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 תרגילים מסכמים:

 שאלות:

 ענו על הסעיפים הבאים:  (1

)חשבו התמרת פורייה של הפונקציה   .א )
( )sin      

  0              

x x
f x

else

 
= 


 . 

)חשבו התמרת פורייה של הפונקציה   .ב )
( )cos      

  0              

x x
g x

else

 
= 


 . 

חשבו את האינטגרל   .ג
( ) ( )

( )2

0

sin sin

1

x x
dx

x



−
. 

חשבו את האינטגרל    .ד
( )

( )
2

2

2
2

sin
1

x
x dx

x




− −
. 

 

 ענו על הסעיפים הבאים:  (2

)חשבו התמרת פורייה של   .א ) x
f x x e

−
= . 

)מצאו את כל הפונקציות  .ב )h y   המקיימות( )'
x y x

h y e dy x e


− − −

−

= .   

  

)קבוע. נגדיר   0Aיהי    (3 )
      0

0          

x x A
f x

else

 
= 


 . 

)ידוע כי ישנה פונקציה   )g x G   המקיימת( ) ( ) ( )g f f  = − . 

)מצאו במפורש את   )g x.   

 

)נניח כי   (4 ) ( )2 ,f x C −  כך ש -( ) ( ) ( ) ( )1' , ' , '' ,PCf x x f x f x L  −   

)ומתקיים   ) ( ) ( )'' ' 0f x x f x f x+  +  ממשי. xלכל   =

)הוכיחו כי   .א ) ( )1 ,PCf x L − . 

)חשבו את   .ב )f    אם נתון כי( )0 1f =. 

)מצאו את   .ג )f x.    
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)  תהי   (5 )

2        1

4        1 2

0            

x

f x x

else

 


=  



. 

)חשבו את   .א )f . 

חשבו את האינטגרל   .ב
( ) ( )

2

2

0

2sin 2 sint t
dt

t

 −  
. 

חשבו את האינטגרל   .ג
( ) ( )

( )
2sin 2 sin

lim cos

M

M
M

t t
t dt

t→
−

−
. 

 

 ענו על הסעיפים הבאים:  (6

)חשבו התמרת פורייה של הפונקציה   .א )

2

2
1       

0                 

x
x

f x

else





− 

= 



. 

חשבו את האינטגרלים:   .ב
( ) ( )

2

3 3

0

sin cosx x x
dx

x

  



 − 
 
 
  

- ו
( ) ( )

( )3 30

sin cos
cos

x x x
x dx

x

  



 −
. 

 

)נגדיר   (7 )
( )sin x

x
x





). הוכיחו כי המערכת  = ) 

n

n
x n

=

=−
מהווה מערכת   −

)- אורותונורמלית ב )2 ,PCL − .     

 

fתהי   (8 G פונקציה כך ש -'f G   פונקציה רציפה. מצאו פונקציהg G 

)המקיימת את המשוואה  ) ( ) ( )'

t

u tg t e g u du f t−

−

= +.      

 

)מצאו פונקציה שהתמרת פורייה שלה היא   (9 )
( )

2
2

1

1
f 


=

+
 . 

 

פתרו את המשוואה האינטגרלית   (10
( )

( ) ( )
2 22 2 2

f t x
dt

x t b x a



−

=
− + +

.  
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)נגדיר   (11 ) ( ) ( )
, ,

2 2 2 2

i xf x t t e dtd

   
   

 

   
− −   − −    

= −  . 

)מצאו ביטוי מפורש )ללא אינטגרלים( עבור   )f x . 

תזכורת:     ( )
 

,

1     t ,

0         
a b

a b
t

else


 
= 


.     

 

השתמשו במשפט פלנשראל על מנת לחשב את האינטגרל   (12
( )( )

2

2 2 2 2

x
dx

a x x b



− + +
   

,כאשר   0a b . 

 

)מצאו את התמרת הפורייה של   (13 )
( )2 2 5x x

f x e
− + +

=.   

 

)הוכיחו כי   (14 )
2

2
4

0

1
cos

2

b

ax ae bx dx e
a




−
− =   לכל, 0a b   .קבועים     

 

הוכיחו כי   (15
( ) ( )2

2 2

0

sin cos 1
1

1 8

x x
dx

x e e




 
= − 

+  
. 

 

)הוכיחו כי   (16 )3

0

9
sin

25

xx xe dx



− =.  
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 תשובות סופיות:

)א.  (1 ) ( ) 2

1 2
sin

2 1
f i 

 
= −   

−
)ב.      )

( )
2

2 sin1

2 1
g

 


 
= 

−
 

)ג.  )sin 1
2


ד.        

2

2


      

א.  (2
( )

2
2

2

1

i

 
−

+
)ב.        ) ( )  ,  

y y
h y e h y e

− −
− = = −     

3) ( )

( ) ( )
3 2

3 2 3

1
     0

2 3 2

1
                  0

2 3 2 6

  0                                                      

A x A x
x A x

A A x
g x x x A

else





  + +
 − −   

   


 
= − +    

 





   

ב.      א. הוכחה.   (4
2

2e


−

ג.    
2

22
x

e
−

       

א.  (5
( ) ( )4 sin 2 2 sin 



 − 
ב.      

5

2


ג.     

3

2


  

א.  (6
( ) ( )

3 3

sin cos
2

  

 

−
ב.      

1

15
- ו 

2

1 1
1

4 

 
− 

 
 

   הוכחה. (7

8) ( ) ( ) ( )'g t f t f t= + 

9) ( )
( )

( )

1       0
2

1      0
2

x

x

e x x

f x

e x x



 −


− 

= 
 + 


  

10) ( )
( )

( )( )
2

22

1 a b xb
f x

a x a b

−
=

+ −

 

11) ( )

2

2

sin
2

4

x

f x
x

 
 
 

=   

12) 
2 2 2 2

d
a b a b

  


 



−

=
+ + +   

13) ( )
2

4
4

1 1

2

if e e
e






−

=        

 הוכחה.  (14

1
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 הוכחה.  (15

 הוכחה.  (16
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4. משוואה מהצורה dx+(dx+ey+f)dy=0(ax+by+c) י 72

5. משוואה מדויקת י 73

6. גורם אינטגרציה י 75
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 הפרדת משתנים

 שאלות

 את המשוואות הבאות:    ורפת

1) ( )
2

0
dy x

y
dx y

 = 

 

2) ( ) 21 'x y y− = 

 

3) 2 2' 1 1 0yy x x y+ + + = 

 

4) (2) 1 ; ( 1) 4
dy

y x y
dx

= − = 

 

5) (1) 1 ; 3 3 9
dy

y xy y x
dx

= − = + − − 

 

6) ( ) ( )2 2 2 22 2 4 4 0x y x y dx xy x y dy− + − − − − + = 

 

7) ( )22 4dy t y dt= + 

 

8) 2 2 2
dx

x x
dt

= − + 

 

9) 2( ) 1 ; ' sin 0y y y x = + = 

 

10) ( ) 2cos 0 (0) 5 ; sec
dy

x y y x
dx

 = = 

 

11) ( )
3

2
0 1    ;     

1

dy xy
y

dx x
= =

+
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 תשובות סופיות 

1) 32

3
y x k=  + 

2) 
1

,    0
ln |1 |

y y
x c

= =
− −

 

3) 2 21 1y x c+ = − + + 

4) 
1

ln | | ln | 1|
4

y x= − 

5) 
2

ln | 3 | 3 ln 4 3.5
2

x
y x− = + + − 

6) ( )
2

2 1y x k=  − + 

7) ( )22tan 2y t k= + 

8) ( )1 tanx t c= + + 

9) 
1

cos
y

x
= − 

10) ln tan ln 5y x= + 

11) 2

2

1
1 1.5

2
x

y
= + −

−
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 הומוגנית המשווא

 שאלות

 : 8-1בשאלות  את המשוואות   ורפת

1) ( )3 3 2 0y x dx xy dy+ + = 

 

2) 
4 3

'
2

y x
y

x y

−
=

−
 

 

3) 2 2 ' 'y x y xyy+ = 

 

4) ( ) ( )2 23 0xy y dx x xy dy+ + + = 

 

5) cos cos 0
y y

x y dx x dy
x x

 
− + = 

 
 

 

6) 
2

2 2

( / )

2 2 ( / ) 2 ( / )

2
'

2

x y

x y x y

xye
y

y y e x e
=

+ +
 

 

7) ( )2 2(1) 0 ; 0y y x y dx xdy= + + − = 

 

8) ( ) ( )2 3 3 2 22 2 4 6 2 0x t x dt x x t xt dx− + − + = 

 

)  נתונה המשוואה (9 )2 2 0ny x dx xy dy+ + =. 

 על מנת שהמשוואה תהיה הומוגנית? , nמה צריך להיות הערך של הקבוע   .א

 בסעיף א.  נמצאש nאת המשוואה עבור הערך של    ורפת .ב
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 תשובות סופיות 

1) ( )
3

1/3

1
ln ln 2 / 1  ,       

6 2

x
x y x c y− = + + = − 

2) ( ) ( )
1 5

ln ln / 1 ln / 3  ,    ,   3
4 4

x y x y x c y x y x= − − + + = = − 

3) ( ) ( )ln ln / / ,     0x y x y x c y− = − + = 

4) ( )
21

ln ln 2 / 4 ,    0,     2
4

x y x c y y x− = + + = = − 

5) ( )ln sin /x y x c= − + 

6) ( )( )
2

/
ln 1 ln ,      0

x y
e y c y+ = + = 

7) 1ln sinh
x

x c
y

−  
= + 

 
 

8) ( ) ( ) ( ) ( )
21

ln ln / / ,    0,     
2

t x t x t c x t x t t= − − + = = 

9) ( )( )21
1,   ln ln 1 2 /

4
n x y x c= = − + + 
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)משוואה מהצורה  ) ( ) 0ax by c dx dx ey f dy+ + + + + = 

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ורפת

1) 
1

2

dy x y

dx x y

+ +
=

+ +
 

 

2) ( ) ( )2 3 2 4 1 0x y dx x y dy+ + + + − = 

 

3) 
2 5

2 4

dy y x

dx x y

− +
=

− −
 

 

4) 
3 2

1

dx x y

dy x y

+ +
=

+ +
 

 

5) ( ) ( )2 3 1 0x y dx x y dy+ − + + − = 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) ( ) ( )( )
1 1 1

1 ln 2 1 1 ,    1.5
2 4 4

x x y x y c y x= + + + + + + + + = − − 

2) 
1 2 3 2

ln 1 ln 1 ln 1   , 3  ,    1
2 1 2 1

y y
x c y x y x

x x

+ +
− = − − + + = − = − −

− −
 

3) ( )
2

0 14 2 3y x y k= − + + + 

4) ( ) ( )1 2 2
ln 1 2 2 ln 2 2 2 2 ln 2 2

4 1 1

y y
x c

x x

 + + 
− = − + − + − + + + − − 

 

0.5 2 0.5 ,  0.5 2 0.5y x y x= − − = − − + 

5) 
2

1 1 1
ln 2 ln 2 2

2 2 2

y y
x c

x x

 + + 
− = + + +   − −  
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 משוואה מדויקת

 שאלות

 : 6-1בשאלות  את המשוואות   ורפת

1) ( ) ( )32 3 3 1 0x y dx x y dy+ + + − =

 
 

2) ( ) ( )2 3 22 2
4 2 3 0xy xyy e x dx xye y dy+ + − =

 
 

3) ( ) ( )2cos 2 sin 1 0y yy x xe dx x x e dy+ + + − =

 
 

4) ( )2 21 sin 2 2 cos 0y x dx y xdy+ − =

 
 

5) 2 1
2 2 ( 1) 0

( )

y
y dx y x dy

x x y x y

   
− + + + + =   

+ +    
 

6) ( ) ( )2 3 3 2 22 2 4 6 2 0x t x dt x x t xt dx− + − + =

 
 

)נתונה המשוואה   (7 ) ( )2 33 2 0xy xyx ye dx y kxe dy+ + +  קבוע.   kכאשר  ,=

 שהמשוואה תהיה מדויקת?  על מנת, kמה צריך להיות הערך של הקבוע   .א

 בסעיף א.  מצאנש kפתור את המשוואה עבור הערך של   .ב
 

  

1

פרק 5משוואות מסדר ראשון

73

73



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר היכנסו ללפתרון מלא בסרטוני וידאו   

  © גיא סלומון  –כתב ופתר  
 

 תשובות סופיות 

1) 4 20.5 3 0.5x yx y y c+ + − = 

2) 
2 4 3xye x y c+ − = 

3) 2sin yy x x e y c+ − = 

4) 
2 2cos2

2 2

y x y
x c− − = 

5) 2ln ( 1) 2 lnx y x y x x c+ + + + − = 

6) 2 2 3 42x t x t x c− + = 

7) 
4

31,   
2

xy y
k x e c= + + = 
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 גורם אינטגרציה 

 שאלות

)שהמשוואה   והרא (1 )2 3 21 ' 0x y x y y+ +  , אינה מדויקת =

האינטגרציה  אותה בעזרת גורם  ור ופת
3

1

xy
. 

 

שהמשוואה   והרא (2
sin cos 2 cos

2 sin 0
x

xy y e x
e x dx dy

y y

−
−    +

− + =  
   

 

 .xyeאותה בעזרת גורם האינטגרציה   ו רופת ,אינה מדויקת

 

)שהמשוואה  והרא (3 )2 sin cos 0x ydx x ydy+ +  , אינה מדויקת =

 .xxeאינטגרציה  האותה בעזרת גורם  ור ופת

 

 : 9-4בשאלות    המשוואותאת   ורפת

4) ( ) ( )2 2 0x y x dx xy dy+ + + =  

 

5) ( )2 2 0x x y dx ydy− − + = 

 

6) ( ) ( )3 4 32 2 0xy y dx xy dy+ + − = 

 

7) ( )2 0y y dx xdy− + = 

 

8) ( ) ( )2 2 2 0y xy dx x x y dy− + + = 

 

9) ( )
2

3 4

3
1 1 ; '

2

yx
y y

x y
= − =

+
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)נתונה מד"ר לא מדויקת   (10 ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ =. 

): אם  וח יהוכ  .א )y xM N
f x

N

−
אז  ,=

( )f x dx

e  .הוא גורם אינטגרציה 

): אם  וח יהוכ  .ב )y xM N
g y

M

−
אז  ,=

( )g y dy

e
− הוא גורם אינטגרציה . 

 

)  נתונה המשוואה הדיפרנציאלית (11 ) ( )4 3 24 2 3 0y xy dx xy x dy− + − =. 

 בלבד. xyבהנחה שהוא פונקציה של   ,את גורם האינטגרציה של המשוואה ומצא

)  גורם האינטגרציה מהצורה  ,כלומר )xy. 

 

)נתונה המשוואה   (12 ) ( )2 3 2 2 35 3 2 3 3 6 0x y xy dx x xy y dy+ + + + + =. 

)  בהנחה שהוא מהצורה ,את גורם האינטגרציה ומצא )x y +. 

 

)  ציאליתנ נתונה המשוואה הדיפר  (13 ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ =. 

 על מנת שיהיה לה גורם אינטגרציה  ,תנאי על המשוואה  ומצא

  פונקציה שלשהוא  
x

y
 בלבד. 

 

)  נתונה המשוואה הדיפרנציאלית (14 ) ( )2 3 2 0x y dx x xy dy+ + =. 

x  בהנחה שהוא פונקציה של ,את גורם האינטגרציה של המשוואה ומצא y . 

)גורם אינטגרציה מהצורה    ,כלומר )x y . 

 

)נתונה המשוואה הדיפרנציאלית   (15 ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ =. 

על מנת שיהיה לה גורם אינטגרציה שהוא   ,תנאי על המשוואה  ומצא .א
 בלבד.  xy  פונקציה של

בסעיף א' על מנת למצוא את גורם האינטגרציה של המשוואה   והיעזר  .ב

( )2 ln 0y xy x dx xdy− + =. 

 

)  נתונה המשוואה הדיפרנציאלית (16 ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ =. 

 שיהיה לה גורם אינטגרציה תנאי על המשוואה על מנת  ומצא
xשהוא פונקציה של   y+ .בלבד 
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 תשובות סופיות 

1) 
2

20.5 ln
2

y
x y c

−

+ + =
−

 

2) sin 2 cosxe y y x c+ = 

3) 2sin xy e x c  = 

4) 
3

4 2 20.25 0.5
3

x
x x y c+ + = 

5) ( )2 21
ln

2
x y x c+ − = 

6) 2

2

1
x xy c

y
+ + =  

7) 
x

x c
y

− = 

8) 
1

ln x y c
xy

− − + = 

9)  
3 32 1

3 3

x y

y
− + = 

 . שאלת הוכחה (10

11) ( ) ( )
2

xy xy = 

12) ( ) ( )
2

x y x y + = + 

13) 
( ) ( )

( )2
2

if:    then:  I.F.:

y xy M N

y x yN xM
y M N

xh e
yyN xM



−

+
− 

= =
+

 

14) 
3

1

xy
 = 

)א.  (15 )if :      then: I.F. : 

y xM N

y x yN xM
M N

h xy e
yN xM



−

−
− 

= =
−

 

ב. 
2 2

1

x y
 = 

16) ( )if :      then:I.F.:
y xM N

y x N M
M N

h x y e
N M



−

−
− 

= + =
−
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 ת מסדר ראשוןוליניארי משוואות

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ורפת

1) 2 4
dy

xy x
dx

+ = 

 

2) 3 2' 3 2xy y x x x= + + − 

 

3) ( ) ( ) ( )
3

2 2 ' 2 2x x y y x − = + − 

 

4) ( ) ( )3 2 30 ' 2 3x x y x y x + − = 

 

5) ( )0 1 ; 2 2
dy

y y t
dt

= + = + 

 

6) ( ) cossin 0 cot 5 xdy
x y x e

dx
 + = 

 

7) ( )sin 0 ' 2 cot 1x y y x − = 

 

8) ( ) 20 ; ' 2 cosz x z xz x = + = 

 

9) ( )32ydx x y dy= + 
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 תשובות סופיות 

1) 
2

2 xy C e−= +  

2) 
2

3 2ln
2

x
y x x x C

 
= + − + 

 
 

3) ( ) 22 4y x x x C = − − +  

4) 
2

1

3 31

2
xy x C x e= +  

5) 2 ty t e−= + 

6) cos1
5

sin

xy e C
x
 = − +  

7)  2sin coty x x C= − + 

8) 
2

sin x
z

x
= 

9) ( ) ( )2x y y y c= + 
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 משוואת ברנולי

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ורפת

1) 2 3' 2 0x y xy y+ − =

 
 

2) ( )2 21 ' 2 0x y xy y+ − − =

  

3) 2 1/22
dy

x y x y
dx

− =

 
 

4) ( ) 4 3 21
1 2.5 ; ' 5y y x y x y

x

 
= − + = − 

  
 

5) ( ) 31
sin 0 ' cot

sin
x z x z z

x
 −  = 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
4

1

2

5

y

c x
x

= 

+ 

 

2) 
2 1x

y
x C

+
=
− +

 

3) 
2

2

2

x
y x C

 
= + 

 
 

4) 
5

5

5 x

x

xe
y

e e
=

+
 

5) 
2sin

cos

x
z

x C
= 

+
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 משוואת ריקטי 

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ורפת

1) 2 25
' 1

2

x xy e e y y
 

= + + + 
  

 

2) ( )
2

' 1y x y= + −

  

3) ( )2 2' 1 2 cos 1 4 cos 2 cosy x x x x x y y x= + + − + + 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 סופיות  תשובות

1) ( )
1.52

3

0.5
x

x

x

e
y x e

Ce−

= − +

− +

 

2) ( )
1

y x x
x C

= +
− +

 

3) ( )
1

cos sin x
y x x

x x Ce
= +

− +
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 ומשונות שונות הצבות 

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ורפת

1) ( )' cosy y x= − 

 

2) ( )2

2
' cos ; 1 0

y y
y y

x x

 
= + = 

 
 

 

3) ( )
4

2 2' , 0 1
4

x
y x y y x y− + = − = 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
1

sin
c

z
− + 

2) 
1 1 sin

ln
2 1 sin

z

z

+ 
 
− 

 

3) 
2 1

2 1

x
y

x
= +

+
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 משוואות מסדר ראשון וממעלה גבוהה

 .או לא הוא נדרשאם  מרצה ה עם  וקנושא זה לא נלמד בדרך כלל; בדהערה: 

'  נסמןפרק זה  -בתת :ת סימוןהער
dy

p y
dx

= =. 

 

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ורפת

1) ( ) 2 2 2 2' 4 4 2 0p y x p x p xy y= − − − =

 
 

2) ( ) 2 2 2' 6 0p y x p xyp y= + − =

 
 

3) ( ) ( )2 2 2 2' 0p y xyp x xy y p x xy= + + + + + =

 
 

4) ( ) 4 2' 2p y y px p x= = +

 
 

5) ( ) 2' 2 4 0p y xp yp x= − + =

 
 

6) ( ) ( ) 2 2' 0 6 3 0p y y p y px y=  + − = 
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 תשובות סופיות 

1) ( )1 2

1
2 ln ln 0

2
y x x c y x c

 
− −   + − = 

 
 

2) ( ) ( )1 2ln 2ln ln 3ln 0y x c y x c− −  + − = 

3) 
2 2

1
20.5 0,   0

2 2

c y x
y x c x

x

  
+ −  + − =   

   
 

4) 22y cx c=  + 

5) 21 2

2
y cx

c
= + 

6) 
2

2

2 2
6 3 0

c c
y x y

y y

   
+ − =   

   
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 פתרונות גרפיים ונומריים למשוואה מסדר ראשון

 שאלות

'שדה כיוונים למשוואה הדיפרנציאלית   ושרטט (1 2y y x= −. 

 

 : ג' לשדה הכיוונים שלה-כל אחת מהמשוואות שבסעיפים א' ימוהתא (2

' .א
x

y
y

= 

y' .ב xy= 

y' .ג x y= + 

 

   

 3איור     2איור    1איור 

 

)  נתונה המד"ר (3 )' , 0 2y y x y= − =. 

)  בקירוב את ומצא )1y 0.1  בעזרת שיטת אוילר עםh =. 

 

)  נתונה המד"ר (4 )' , 1 2y x y y= + =. 

)  בקירוב את ומצא )2y 0.2  בעזרת שיטת אוילר עםh =. 

 

  

1

פרק 5משוואות מסדר ראשון

85

85



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר בסרטוני וידאו היכנסו ללפתרון מלא  

  © גיא סלומון  –כתב ופתר  
 

 תשובות סופיות 

1)  

 

 . סעיף א' –  3איור   ,סעיף ב' – 2איור   ,סעיף ג' –  1איור  (2

3) ( )1 4.593y = 

4) ( )2 6.95328y = 
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 על שם פיאנו ופיקארד   משפט הקיום והיחידות

 שאלות

)נתונה הבעיה   (1 ) 21 1
2 1  ,  '

2 4
y y x x y= − = − + +. 

)- ש וח יהוכ  .א ) ( ) 2

1 2

1
1,    

4
y x x y x x= − + =  הם פתרונות לבעיה.  −

 באיזה תחום תקף כל אחד מהפתרונות.   וקבע

 מדוע קיום שני פתרונות לא סותר את משפט היחידות.  ור יהסב .ב

 

)  נתונה הבעיה (2 ) 30 0 ,    ' 4y y y= = +. 

 שהבעיה מקיימת את תנאי משפט הקיום. וח יהוכ  .א

 שהבעיה אינה מקיימת את תנאי היחידות. וח יהוכ  .ב

 אותו.  וומצא   ,שלבעיה קיים פתרון יחיד וח יהוכ  .ג

 

)את הבעיה    ורפת (3 ) ( )2 2 24 0 ,   ' cos sin
2

y y x y y x y
 

= = + − + 
 

. 

 

)נתונה הבעיה   (4 ) ( )( )
5

20 4 ,   ' 1y y y x y= = − +. 

 הבעיה בהכרח חסום מלמטה.שכל פתרון של   והרא .א

 שכל פתרון של הבעיה בהכרח עולה בתחום הגדרתו.  והרא .ב
 

)  נתונה המד"ר (5 )32ydx x y dy= +. 

)הראו שעבור   .א )x x y=  ,המד"ר ליניארית מסדר ראשון 

 . אתופתרו אותה ככז

 קבעו, על פי משפט הקיום והיחידות למד"ר ליניארית,  .ב

)מהן נקודות ההתחלה   )0 0,x yהנתונה קיים פתרון יחיד,  , כך שלמד"ר 

)העובר דרך   )0 0,x y. 

 צטטו את המשפט עבור המד"ר הליניארית שקיבלתם.

)מהו הקטע הארוך ביותר שבו קיים פתרון יחיד העובר דרך   )0 0,x y? 
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התחלה  נתונה בעיית ה (6
' 2

(0) 1

y xy

y

=


=
. 

 רובי פיקארד לפתרון הבעיה. יק 3מצאו  .א

 )הוכיחו באינדוקציה(.  nמצאו צורה כללית לקירוב פיקארד מסדר   .ב

 n  והראו כי קירוב פיקארד מסדר ,פתרו את המד"ר ישירות  .ג
nמתכנס לפתרון כאשר   → . 

 

)כמה פתרונות יש לבעיית ההתחלה   (7 )
1

' | sin |
0

(1)

y y
x x

y 


=

 
 =

? 

 

  נתונה בעיית התחלה (8
2' 5 5

(0) 0

y y

y

 = +


=
. 

 יה קיים פתרון יחיד. עקטע כלשהו שבו לב ומצא .א

שבו משפט הקיום והיחידות יודע להגיד   ,את הקטע הגדול ביותר ומצא .ב
 שקיים פתרון יחיד. 

  נמצאשקיים קטע גדול יותר מהקטע ש ,על ידי חישוב ישיר  ,והרא .ג
 בו קיים לבעיה פתרון יחיד.  ,בסעיף ב'

 

  נתונה בעיית התחלה (9
( )' 0

(0) 1

x
y y

y

y


= − 


 =

. 

 יה קיים פתרון יחיד. עקטע כלשהו שבו לב ומצא .א

שבו משפט הקיום והיחידות יודע להגיד   ,הגדול ביותראת הקטע  ומצא .ב
 שקיים פתרון יחיד. 

  מצאנ שקיים קטע גדול יותר מהקטע ש ,על ידי חישוב ישיר  ,והרא .ג
 בו קיים לבעיה פתרון יחיד.  ,בסעיף ב'

 

הראו כי לבעיה   (10
0 0

' sin

( )

y x y

y x y

= +


=
 יש פתרון יחיד על כל הישר הממשי. 

 

הראו כי לבעיה   (11
0 0

' sin

( )

y x xy

y x y

= 


=
 יש פתרון יחיד על כל הישר הממשי. 

 

הראו כי לבעיה   (12
2

0 0

'

( )

yy xye

y x y

− =


=

 יש פתרון יחיד על כל הישר הממשי. 
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 תשובות סופיות 

 . ב. שאלת הסבר  . שאלת הוכחהא.  (1

 . ג. שאלת הוכחה  . ב. שאלת הוכחה  . א. שאלת הוכחה (2

3) ( ) 0y x =  

 ב. שאלת הוכחה.   . א. שאלת הוכחה (4

 ראו שאלה אחרונה בנושא 'מד"ר ליניארית מסדר ראשון'. א.  (5

)כל נקודת התחלה  ב.  )0 0,x y  0, שעבורה 0y . 

)הקטע הארוך ביותר:       )0,   או( ),0−. 

א.  (6
2 4 2 4 6

2

0 1 2 3( ) 1, ( ) 1 , ( ) 1 , ( ) 1
1! 2! 1! 2! 3!

x x x x x
y x y x x y x y x= = + = + + = + + + 

ב. 
4 6 2

2( ) 1 ...
2! 3! !

n

n

x x x
y x x

n
= + + + +  ג. הוכחה.   +

 אחד.  (7

א.  (8 0.08,0.08−  .ב[  הוכחה. ג.   −[0.1,0.1

א.  (9
1 1

,
4 4

 
− 
 

]ב.     ג. הוכחה.   −[0.5,0.5

 הוכחה.  (10

 הוכחה.  (11

 הוכחה.  (12

1

פרק 5משוואות מסדר ראשון

89

89



מתמטיקה שימושית
פרק 6 - משוואות ליניאריות מסדר שני

תוכן העניינים

1. משוואה חסרה - שיטת הורדת סדר המשוואה י 90

2. משוואה לינארית, הומוגנית, עם מקדמים קבועים י 92

3. השוואת מקדמים בשיטת ''הניחוש המושכל'' י 94

4. השוואת מקדמים בשיטת ''המרשם'' י 96

5. וריאציית פרמטרים י 98

6. השיטה האופרטורית י 99

7. משוואה לינארית, עם מקדמים לא קבועים - משוואת אוילר  י (ללא ספר)

8. משוואה לינארית כללית, שיטת הפתרון השני, שיטת אבל י 101

9. הוורונסקיאן ושימושיו י 102
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 שיטת הורדת סדר המשוואה –  החסר המשווא

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ורפת

1) ( ) 2 1
0 '' 'x x y xy

x
 + = 

 

2) ( )cos 0 '' tan 1 'x y x y − = 

 

3) ( )
2

2 ' '' ' 1 0xy y y− + = 

 

4) '' ln 'y x x y= 

 

5) 2'' 'xxy x e y= + 

 

6) ( )
2

'' ' 0yy y+ = 

 

7) ( )
2

2 '' ' 1y y y− = 

 

8) ( ) ( )
2

cos 0 '' tan 2 'y y y y = 
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 תשובות סופיות 

1) 1 2

1
lny C x C

x
= +  + 

2) 
1 2cosy x C x C= − +  + 

3) ( )
3/2

1 2 3

1

2
1 ;

3
y C x C y x C

C
=  + + =  + 

4) ( )1 2 3ln ;y C x x x C y C= − + = 

5) ( )
2

1 21
2

x x
y e x C C= − + + 

6) 
2

  ;   
2

y
cx k y c= + = 

7) 
( )

12
1

1
4

c x k
y

c

 +
= + 

  

 

8) ( )cot   ;   y cx k y c= − + = 
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 הומוגנית, עם מקדמים קבועים תלינארי  המשווא

 שאלות

 : 11-1בשאלות  את המשוואות   ורפת

1) '' 100 0y y− = 

 

2) '' 4 ' 0y y− = 

 

3) '' 8 ' 7 0y y y− + = 

 

4) ( ) ( )0 1 ,  ' 0 1,  4 '' ' 5 0z z z z z= = + − = 

 

5) '' 2 ' 0y y y− + = 

 

6) ( )
2

2
4 4 0

x x
x t

t t

 
+ + =

 
 

 

7) '' 4 0y y+ = 

 

8) '' 10 ' 125 0y y y+ + = 

 

9) ( ) ( )0 0, ' 0 3 ; '' 2 ' 10 0y y y y y= = − + = 

 

10) 5 '' 8 ' 4 0y y y+ + = 

 

11) 

( )2

1
''( ) ( ) 0 0

(0) 4

( ) ( ) 0

y x y x a
a

y

y y


− = 


=

  = − =


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)  נתונה המד"ר (12 )
2

'' ' 0yy y+ =. 

כי    והרא .א
1 4y 2y- ו = x=  .הם פתרונות של המד"ר 

)כי הפתרון    והרא .ב ) ( ) ( )1 2z x y x y x=  , אינו פתרון של המד"ר. +

 האם יש בכך סתירה לעקרון הסופרפוזיציה? 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 10 10

1 2

x xy c e c e−= + 

2) 4

1 2

xy c c e= + 

3) 7

1 2

x xy c e c e= + 

4) xz e= 

5) 1 2

x xy c e c xe= + 

6) ( ) 2 2
1 2

t t

x t c e c te
− −

= + 

7) 1 2cos2 sin 2y c x c x= + 

8)  5

1 2cos10 sin10xy e c x c x−= + 

9) 2 sin3y e x= 

10) 
4

5
1 2

2 2
cos sin

5 5

x

y e c x c x
−

    
= +    

    
 

11) 
| |

4
x

ay e
−

= 

  הוכחה.שאלת  (12

1
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 " הניחוש המושכל "השוואת מקדמים בשיטת 

 שאלות

 : הבאותאת המשוואות   ורפת

1) 2'' 5 ' 6 22 6y y y x x+ + = + 

 

2) 2(0) 2,  '(0) 7; '' 2 ' xy y y y y e= = − + = 

 

3) '' ' 2 4sin 2y y y x− − = 

 

4) '' 2 xy y xe−− = 

 

5) 2'' 3 cosxy y e x− = 

 

6) '' sinz z x+ = 

 

7) 2 3'' 3 ' 2 2 2 4 xx xy xy y x e ee− + = + + + 

 

8) '' 3 ' 9y y x+ = 

 

9) '' 3 ' 2 xy y y e− + = 

 

10) 2'' 2 ' 6 2y y x x− = − 

 

11) 2'' 5 ' 6 t tx x x e e− −+ + = + 

 

12) '' 2 ' 5 sin2xy y y e x−+ + = 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 3 2 2

1 2 2 2x xy c e c e x x− −= + + + − 

2) 24x x xy e xe e= + + 

3) 2

1 2

1 3
sin 2 cos 2

5 5

x xy c e c e x x−= + + − 

4) 2 2

1 2 (2 )x x xy c e c e x e− −= + + − 

5) 2 2

1 2

3 3
cos sin

10 5

x x x xy c e c e e x e x−= + + + 

6) 1 2

1
cos sin cos

2
z c x c x x x= + − 

7) 2 2 2 3

1 2 3 3.5 3 2x x x x xy c e c e x x x e xe e= + + + + − − + 

8) 3 2

1 2

3

2

xy c c e x x−= + + − 

9) 2

1 2

x x xy c e c e xe= + − 

10) 3 2 2 3

1 2

x xy c e c e x x x− −= + − − − 

11) 2 3 2

1 2

1

2

t t t tx c e c e e te− − − −= + +  + 

12) sin 2xy e x−= 

1
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 "מרשםה"השוואת מקדמים בשיטת 

 שאלות

 : הבאותאת המשוואות   ורפת

1) 2'' 5 ' 6 22 6y y y x x+ + = + 

 

2) 2(0) 2,  '(0) 7; '' 2 ' xy y y y y e= = − + = 

 

3) '' ' 2 4sin 2y y y x− − = 

 

4) '' 2 xy y xe−− = 

 

5) 2'' 3 cosxy y e x− = 

 

6) '' sinz z x+ = 

 

7) '' 3 ' 9y y x+ = 

 

8) '' 3 ' 2 xy y y e− + = 

 

9) 2'' 2 ' 6 2y y x x− = − 

 

10) 2'' 5 ' 6 t tx x x e e− −+ + = + 

 

11) 2 3'' 3 ' 2 2 2 4x x xy y y x e xe e− + = + + + 

 

12) '' 2 ' 5 sin 2xy y y e x−+ + = 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 3 2 2

1 2 2 2x xy c e c e x x− −= + + + − 

2) 24x x xy e xe e= + + 

3) 2

1 2

1 3
sin 2 cos 2

5 5

x xy c e c e x x−= + + − 

4) 2 2

1 2 (2 )x x xy c e c e x e− −= + + − 

5) 2 2

1 2

3 3
cos sin

10 5

x x x xy c e c e e x e x−= + + + 

6) 1 2

1
cos sin cos

2
z c x c x x x= + − 

7) 3 2

1 2

3

2

xy c c e x x−= + + − 

8) 2

1 2

x x xy c e c e xe= + − 

9) 3 2 2 3

1 2

x xy c e c e x x x− −= + − − − 

10) 2 3 2

1 2

1

2

t t t tx c e c e e te− − − −= + +  + 

11) 2 2 2 3

1 2 3 3.5 3 2x x x x xy c e c e x x x e xe e= + + + + − − + 

12) sin 2xy e x−= 

1
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 וריאציית פרמטרים

 שאלות

 את המשוואות הבאות:   ורפת

1) 
1

''
sin

y y
x

+ = 

 

2) 2'' 4 ' 4 lnxy y y e x−+ + = 

 

3) '' 2 ' 3 1xy y y e x−+ + = + 

 

4) ( ) ( )1 0 , ' 1 0 ; '' 2 '
xe

y y y y y
x

= = − + = 

 

5) 
1

'' 3 ' 2
1 x

y y y
e−

− + =
+

 

 

6) '' 4 sec2y y x+ = 

 
 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 1 2cos sin cos sin ln siny c x c x x x x x= + −  +  

2)  
2

2 2 2 2 2

1 2

1
ln ln 1

2 2

x x x xx
y c e c xe e x x e x− − − − 
= + − − + − 

 
 

3) 
( ) ( )

( )

5 3

3/2

1 2

6 1 6 1
2 1

5 3

x x x x
x x

y c e c xe e xe x− − − −

 + +
   = + − − + +

  
  

 

4) ( )ln 0x x xy e xe xe x x= − +   

5) ( ) ( ) ( )2 2

1 2 ln 1 ln 1 1x x x x x x xy c e c e e e e e e− − − = + + + + + − +
 

 

6) 1 2

1
cos 2 sin 2 cos 2 ln cos 2 sin 2

4
y c x c x x x x x= + + +  

1
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 השיטה האופרטורית

 .בדקו עם המרצה אם הוא נדרש או לאהערה: נושא זה לא נלמד בדרך כלל; 
 

)בשאלות אלו הסימון הוא:  ) ( ) ( )2 '' 'aD bD c y Q x ay by cy Q x+ + =  + + =. 

 

 שאלות

 תור את המשוואות הבאות: פ

1) ( )2 22 4 10 11x xD D y e e−− − = + + 

 

2) ( )2 42 1 10 1x xD D y e e− + = + − 

 

3) ( )2 102 4 14x xD D y e e+ − = + + 

 

4) ( )2 4 sin5D y x+ = 

 

5) ( )2 4 sin cos cos 2D y x x x− = 

 

6) ( )2 2 cos 3sinD D y x x+ − = − 

 

7) ( )2 2 3 2cos cos 2D D y x x+ − = 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 2 2

1 2 5 5.5x x x xy c e c e e e− −= + + − − 

2) 4 2

1 2

10
1

9

x x x xy c e c xe e x e= + + + − 

3) 2 10

1 2

1
4 7

72

x x x xy c e c e xe e= + − + + 

4) 1 2

1
cos 2 sin 2 sin 5

21
y c x c x x= + − 

5) 2 2

1 2

1
sin 4

80

x xy c e c e x−= + − 

6) 2

1 2 sinx xy c e c e x−= + + 

7) 3

1 2

1 1 1 1
sin cos sin 3 cos3

10 5 30 15

x xy c e c e x x x x−= + + − + − 

1
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 משוואה לינארית כללית, שיטת הפתרון השני, שיטת אבל

   שאלות

)  ורפת (1 )tan 2 tan 4 0y x y x y +  − + )כאשר ידוע   ,= ) 2

1

xy x e=. 

 

)  ורפת (2 )21 2 2 0x y xy y − + − =. 

 

לא    כללית, לפתרון מד"ר לינארית,   "הפתרון השני" את שיטת  ור יהסב (3
 : על המד"ר ימוהדג  מסדר שני.  הומוגנית,

( ) ( ) ( )
2

0 1 ,     1 2 1 xx x y x y y x e−   − +  − = − , 

)  -ש  כאשר ידוע )1

xy x e=,  .פתרון של המד"ר ההומוגנית המתאימה 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) ( )2 2

1 2 sin 4cosx xy c e c e x x−= + − 

2) ( )2

1 2 1y c x c x= + + 

 שאלת הדגמה.  (3

1
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 הוורונסקיאן ושימושיו 

 שאלות

)האם ייתכן כי   (1 ) ( )1 2, sinxy x e y x x= הם שני פתרונות של המשוואה   ,=

( ) ( )'' ' 0y p x y q x y+ + עם מקדמים רציפים בקטע   ,= 0,? 

 

)הראו כי הפונקציות   (2 ) ( )2 2

1 2sin , cosy x x y x x=  הן פתרונות בת"ל  =

''3של המשוואה   ' 4 0xy y x y− + )בקטע   ,= )4,− . 

0xחשבו את הוורונסקיאן של הפונקציות והראו כי הוא מתאפס רק עבור   = . 
 מהי הטענה? והאם דני צודק?  .דני טוען שיש בכך סתירה לטענה ידועה

 

)בדיקה ישירה מראה שהפונקציות   (3 ) ( )1 2,x xy x xe y x e−= =, 

הן פתרונות של המשוואה  
2 2 3

'' ' 0
1 2 1 2

x
y y y

x x

+
− − =

+ +
, בקטע  

1
,

2

 
−  
 

. 

 האם הפונקציות הללו בת"ל בקטע? 

 

3נתונות שתי פונקציות   (4 3

1 2 , y x y x= בקטע   ,= 4,4−. 

 חשבו את הוורונסקיאן של הפונקציות בקטע.  .א

 בדקו האם הפונקציות תלויות לינארית בקטע.   .ב

האם ייתכן כי הפונקציות הן פתרונות של אותה מד"ר הומוגנית מסדר   .ג
 שני בעלת מקדמים רציפים?

''הפונקציות הנתונות הן פתרונות של המד"ר   .ד 2 ' 0xy y− =. 

 האם יש בכך סתירה לתוצאה בסעיף ג'?  

 

 על הסעיפים הבאים:  ו ענ (5

)יהיו   .א ) ( )1 2,y x y x   פונקציות גזירות פעמיים בקטעI, 

 .I- כי הוורונסקיאן שלהן שונה מאפס ב ונניח 
 בעלת מקדמים רציפים   ,2כי קיימת משוואה הומוגנית מסדר  וח יהוכ 

)- ש ,בקטע ) ( )1 2,y x y x  .הם פתרונות שלה 

0xמשוואה הומוגנית מסדר שני עם מקדמים רציפים בקטע   ומרש .ב  ,

)שהפונקציות   ) ( )2 4

1 2,y x x y x x=  הן פתרונות שלה.  ,=

  

1

פרק 6משוואות ליניאריות מסדר שני

102

102



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון  –כתב ופתר  
 

)נתון כי   (6 ) ( )1 2,y x y x  הם פתרונות של המד"ר ,( ) ( ) ( )'' ' 0y x p x y q x+ + = ,

p,, כאשר  Iבקטע   q   רציפות בקטעI. 

), שעבורה  Iבקטע   cכי אם קיימת נקודה    הראו ) ( )1 2 0y c y c= =, 

)אז  ) ( ) 1 2,y x y x  .אינה מערכת בסיסית של פתרונות המד"ר הנתונה 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

    לא. (1

2) 2W x= − 

 כן.   (3

0Wא.  (4  ד. לא.    ג. לא.   . בדיקהשאלת ב.    =

''ב.  . א. שאלת הוכחה  (5 '

2

5 8
0y y y

x x
− + = 

  שאלת הוכחה. (6

1
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מתמטיקה שימושית
פרק 7 - שימושים של משוואות דיפרנציאליות

תוכן העניינים

1. בעיות גדילה ודעיכה י 104

2. בעיות בגיאומטריה אנליטית י 106

3. עקומות אורתוגונליות י 108

4. בעיות הקשורות לשטח מתחת לעקום י 109

5. בעיות שונות י 110
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 בעיות גדילה ודעיכה 

 שאלות

 בשנה.    2%קצב הריבוי הטבעי העולמי הוא   (1
 מיליארד איש.   4היו בעולם   1980ידוע כי בשנת 

 ? 2010כמה אנשים היו בעולם בשנת  .א

 ? 1974כמה אנשים היו בעולם בשנת  .ב

 מיליארד אנשים?   50באיזו שנה יהיו בעולם   .ג
 .בכל רגע קצב הגידול פרופורציונלי לערכו(כלומר, ש) שאוכלוסיית העולם גדלה מעריכית וחי*הנ

 

 האוכלוסייה בעיר מסוימת גדלה מעריכית.  (2
 , אלף תושבים 400בשנה מסוימת היו בעיר  

 אלף תושבים.  440 בה שנים היו 4ואחרי 

 . הגידול השנתיאת אחוז  ומצא .א

 , כעבור כמה שנים )החל מהשנה המסוימת( ומצא .ב
 אלף תושבים.   550היו בעיר 

 

 . 4%אדם הפקיד סכום כסף בבנק בריבית דריבית של  (3
 ש"ח.  5,000שנים הצטברו לאדם  5כעבור  

 כמה כסף הפקיד האדם?  .א

 ש"ח?  7,000כעבור כמה שנים יהיו לאדם  .ב
 

 מעריכית. מספר חיות הבר בעין גדי גדל בצורה  (4
 חיות.   1,000בספירה הראשונית היו  

 חיות בר.   1,400היו  , חודשים 20כעבור  ,ייה שנעשתהנש הבספירה 
 , נהוהחל מהספירה הראש  ,אחרי כמה חודשים ומצא

 .חיות בר 2,000היו בשמורה  

 

 שנים.  5,750יש זמן מחצית חיים של  14ליסוד הרדיואקטיבי פחמן  (5
 , היסוד ידוע כי קצב ההתפרקות הרגעי של 

 פרופורציונלי לכמותו הנמצאת באותו הרגע. 

 שנים, 1,000כמה גרמים של יסוד זה ישרדו אחרי   .א
 גרם?  100מכמות התחלתית של  

 , גרם 10כעבור כמה שנים תישאר כמות של  .ב
 גרם?  100מכמות התחלתית של  

  

1
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 כל שבוע.  4%-וכמות הדגים בה גדלה ב  ,טון דגים 240ש  אחת יבבריכה  (6
 כל שבוע. 10%-וכמות הדגים בה גדלה ב   ,טון דגים  200בבריכה השנייה יש 

 בעוד כמה שבועות תהיינה כמויות הדגים בשתי הבריכות שוות?  .א

  2פי    גדולה בעוד כמה שבועות תהיה כמות הדגים שבבריכה השנייה  .ב
 מכמות הדגים שבבריכה הראשונה? 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 . 2,106בשנת  ג.   מיליארד.   3.54ב.  . מיליארד  7.28 א. (1

 . שנים 15.92ב.    2%א.  (2

 . שנים 13.41ב.   ₪.  4093.65א.  (3

 . חודשים  40.77 (4

 . שנים 19,188ב.   . גרם 88.69א.  (5

 . שבועות 14.6ב.  . שבועות 3.04א.  (6

1

פרק 7שימושים של משוואות דיפרנציאליו...

105

105



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון   –כתב ופתר  
 

 בעיות גיאומטריות

 שאלות

)שהשיפוע של המשיק בכל נקודה   ,על עקום מסוים ידוע (1 ),x y על העקום, 

- שווה ל
x

y
−. 

 את משוואת העקום. ומצא

 

 שהנורמל שלו בכל נקודה עובר בראשית.  ,את משוואת העקום ומצא (2

 

 ששיפוע המשיק לו בכל נקודה שווה למחצית  ,את משוואת העקום ומצא (3
 שיפוע הקטע מהראשית לנקודה. 

 

 : אותה הבא למשוואה דיפרנציאלית ופתרו מילולי הור  תיא התרגמו את   (4
 . (2,4)נתון עקום ברביע הראשון, העובר בנקודה  

)Aנתון כי ההפרש בין שיפוע המשיק לגרף העקום בנקודה   , )x y שעליו , 

 ,עם ראשית הצירים  A  הישר המחבר את ע ובין שיפו
 .A  של הנקודה y- שווה לשיעור ה

 

 רך נקודה כלשהי על העקום דנך לישר העובר  המאו  ,את משוואת העקום ומצא (5

)ודרך הנקודה    , אם ידוע שהעקום עובר גם דרך הראשית. 3,4(

 

)קטע הנורמל לעקום בנקודה   (6 ),x y   השבין נקודה זו וציר -x, 

 .y- ה  נחצה על ידי ציר
 משוואת עקום זה.  את  ומצא

 

)נתון עקום העובר בנקודה   (7 )B 0,1. 

 שעל העקום, שווה שיפוע העקום  A  בכל נקודה
 הנראה בציור.  ,ABCDלשטחו של הטרפז 

 מהי משוואת העקום? 

 

 ,(1,3)נתון עקום, ברביע הראשון, העובר בנקודה   (8

)ושיפוע המשיק אליו בנקודה   ),x y  1  -שווה ל
y

x

 
− + 
 

. 

 את משוואת העקום. ומצא

 

1
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)את משוואת העקום, העובר דרך הנקודה   ומצא (9 )1,2, 

)ושבכל נקודה   ),x y שעליו שיפוע הנורמל הוא  
2 2

2xy

y x−
. 

 

)את משוואת העקום, העובר דרך הנקודה   ומצא (10  , כך שהמשולש המוגבל 0,1(

), המשיק לעקום בנקודה כלשהי שעליו  y- על ידי ציר ה  )M ,x y  והקטע OM, 

 MN, הוא משולש שווה שוקיים, שבסיסו הקטע M-ל Oמהראשית  

 (.y- היא הנקודה בה המשיק הנ"ל חותך את ציר ה N)כאשר 
 חיש את הבעיה. ציור מתאים ברביע הראשון הממ  וצייר 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 2 2x y k+ = 

2) 2 2x y k+ = 

3) 2y ax= 

4) 22 xy xe −= 

5) 24 25 ( 3)y x=  − − 

6) 2 22x y k+ = 

7) 
2 /42 1xy e= − 

8) 22 7xy x+ = 

9) 3 23 11x y x− = 

10) 2 22 y y x= + + 

1
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 עקומות אורתוגונליות

 שאלות 

 : 4-1בשאלות את משפחת העקומות האורתוגונליות למשפחות העקומות   ומצא

1) 2ln lnx y c+ = 

 

2) xy c= 

 

2א.  (3 22x y c+ = 

2את העקומה האורתוגונלית לעקומה   וב. מצא 22 9x y+ =, 

)בנקודה        שעליה.  1,2(

 

4) 2 2x y cx+ = 

 

 45 של ויתוהיוצרות ז ,את משפחת העקומות  ומצא (5

2עם משפחת המעגלים  2x y c+ = . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 סופיות  תשובות

1) 2ln lnx y c+ = 

2) 2 2y x k− = 

3) 2 2, 2y ax y x= = 

4) 2( ) 0y m x c y= −  

5) 

2
1

ln ln 1 arctan
2

y y
x c

x x

    
+ + = − +         
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 בעיות הקשורות לשטח מתחת לעקום

 שאלות 

) מוגבל על ידי עקום Sשטח  (1 )y y x=, 

x ,x-ציר ה a=ו ,-x ראו ציור( משתנה(  . 
 פרופורציונלי לאורך הקשת  Sידוע כי השטח 

)בין הנקודות  )( ),a y a ו-( )( ),x y x. 

 את משוואת העקום.  ומצא

 

) מוגבל על ידי עקום Sשטח  (2 )y y x=, 

x ,1x-ציר ה  .  )ראו ציור( משתנה x-, ו=

)ידוע כי   )1 2y =. 

 האם קיים עקום כזה,

)-שווה ל Sששטחו של כך  )2y x? 

 

) מוגבל על ידי עקום Sשטח  (3 )y y x=, 

x, 1x-ציר ה  .  )ראו ציור( משתנה x-ו ,=

)ידוע כי   )1 2y =. 

 האם קיים עקום כזה,

)-שווה ל Sשהשטח של כך  ) 2y x −? 

 

 

 

 

 

 

 

 סופיות  תשובות

1) 
1

coshy k x C
k

 
=  + 

 
 

 . לא (2

 .כן (3

1
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 בעיות שונות

 שאלות

0tבזמן   (1  ליטר מים.  200- ק"ג מלח מומסים ב 4יש במיכל   ,=
מוזרמים לתוך המיכל   ,ק"ג מלח לליטר מים  0.2בריכוז של  ,נניח שמי מלח

רבת מנוקזת החוצה מן המיכל  וושהתמיסה המע ,ליטר לדקה  25בקצב של 
 באותו קצב. 

 . דקות 8כמות המלח במיכל לאחר את  וחשב .א

 תוך כמה זמן תהיה כמות המלח במיכל כפולה מהכמות ההתחלתית?  .ב

 

 קמ"ש.  12סירה נגררת בקצב של  (2
0tברגע   לחתור בכיוון   ,כשכבל הגרירה מנותק, מתחיל אדם, הנמצא בסירה, =

 ניוטון על הסירה.  20התנועה ומפעיל כוח של  
 ,2v  -( שווה לניוטוןוההתנגדות )  ,ק"ג 500החותר והסירה הוא משקל 
 במטר/שניה.  נמדדת vכאשר  

 את מהירות הסירה כעבור חצי דקה.  ומצא .א

 ה.י מטר/שני 5כעבור כמה זמן תהיה מהירות הסירה  ומצא .ב

 את המהירות הסופית.  ומצא .ג

 

כי הקצב בו גוף מתקרר פרופורציונלי להפרש בין   ,ניוטון קובעחוק הקירור של  (3
 טמפרטורת הגוף וטמפרטורת הסביבה. 

,  יר קבועהומעלות נמצא בכלי בעל טמפרטורת או  150חומר בעל טמפרטורה של 
ולאחר כחצי    ,מעלות. החומר מתקרר לפי חוק הקירור של ניוטון 30-השווה ל 

 ות. מעל   70-שעה יורדת טמפרטורת החומר ל 

 מהי טמפרטורת החומר לאחר כשעה?  .א

 מעלות?  40כעבור כמה זמן תהיה טמפרטורת החומר  .ב

 

הגליל מלא במים.    ס"מ.  4ס"מ וגובהו  1שרדיוס בסיסו    ,נתון מיכל בצורת גליל (4
והמים זורמים החוצה בקצב    ,ברגע מסוים פותחים ברז בתחתית הגליל

 שפרופורציונלי לשורש מגובהם. 

)- נסמן ב )h t וב  ,את גובה פני המים -k  .את קבוע הפרופורציה 

)  מד"ר עבור גובה פני המים, מורש .א )h t. 

 מהו תנאי ההתחלה של הבעיה? 

2kידוע כי   .ב = − . 
 את המד"ר.   ורפת

 תוך כמה זמן תישאר בגליל מחצית מכמות המים ההתחלתית? 
  

1
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 –   כך שהקצב שבו רדיוסו קטן ,נמס  ,ס"מ 4שרדיוסו ההתחלתי  ,כדור שלג (5
 פרופורציונלי לשטח פניו.

 ס"מ.  3-לאחר כחצי שעה רדיוס הכדור שווה ל

 .t  נוסחה שתתאר את רדיוס הכדור בזמן  מורש .א

כעבור כמה זמן יהיה נפח כדור השלג   .ב
1

64
 מנפחו ההתחלתי?  

 

 מתחיל לצאת אוויר. ,Rשרדיוסו   ,מבלון מלא אוויר (6

)קצב יציאת האוויר הוא   )3V t,   כאשר( )V t   הוא נפח הבלון בזמןt. 

 קטן לכדי שמינית מנפחו ההתחלתי. שניות נפח הבלון י ln2כי כעבור   וח יהוכ 
 

 נדרש ידע בהפרדת משתנים.   6-ו  5הערה: בשאלות 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 . דקות 0.942ב.    . גק"  26.75א.  (1

 . מטר/שניה 10ג.    . שניות 72ב.   . מטר/שניה  4.09א.  (2

א.  (3
1

43
3
      .שעות 1.13ב . 

)א.  (4 ) ( ) ( )0 4 ; 'h h t k h t= )ב.       = )
2

2 ; 2 2h t t= − = +  

)א.  (5 )
12

2 3
R t

t
=

+
 . שעות 4.5ב.     

 שאלת הוכחה.  (6
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מתמטיקה שימושית
פרק 8 - ערכים עצמיים-וקטורים עצמיים-לכסון מטריצות - דימיון

תוכן העניינים

1. לכסון מטריצות - תרגילי חישוב י 112

2. לכסון מטריצות – תרגילי תיאוריה י 116

3. חקירת הלכסינות של מטריצה עם פרמטרים י 128

4. דמיון מטריצות י 132
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 תרגילי חישוב –לכסון מטריצות 

 שאלות 

 : 4-1בשאלות  עבור כל אחת מהמטריצות 

 מטריצה אופיינית. מצאו   . א

 פולינום אופייני. מצאו  .ב

 ערכים עצמיים ואת הריבוב האלגברי של כל ערך עצמי. מצאו  . ג

 מרחבים עצמיים ואת הריבוב הגיאומטרי של כל ערך עצמי. מצאו   .ד

 וקטורים עצמיים.מצאו  .ה

 האם המטריצה ניתנת ללכסון.קבעו  .ו

 . אותהלכסנו במידה והמטריצה ניתנת ללכסון,  .ז

1P- כך ש ,Pמטריצה הפיכה מצאו  ,כלומר AP D−  מטריצה אלכסונית.  D, באשר  =

 .2009Aחשבו   ,במידה והמטריצה ניתנת ללכסון .ח

 את הפולינום המינימלי. מצאו   . ט

 האם המטריצה הפיכה לפי ערכיה העצמיים.קבעו  .י

 ,בלבד I-ו  Aבעזרת  −1Aאת בטאו  ,במידה והמטריצה הפיכה
 המילטון. תוך שימוש במשפט קיילי 

1) 

0 2 1

0 2 1

0 1 0

A

− 
 = −
 
 

 2) 

1 1 0

0 1 0

0 0 2

A

 
 

=  
 
 

 

3) 

1 0 1

0 1 0

1 0 1

A

 
 

=  
 
 

 4) 

1 3 0

3 1 0

2 2 6

A

− 
 

= − 
 − − 

 

 

 . וקטורים עצמיים-ערכים עצמיים ומצאו  6-5בשאלות  עבור כל אחת מהמטריצות 

 . אותהלכסנו במידה והמטריצה ניתנת ללכסון, 

1P- שכך   ,Pמטריצה הפיכה מצאו  ,כלומר AP D−  מטריצה אלכסונית.  Dאשר  כ, =

 . ופעם מעל  פעם מעלפתרו 

5) 
3 2

4 1
A

− 
=  

− 
 6) 

2 1

1 4
A

− 
=  
 
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 : וקטורים עצמיים-ערכים עצמיים ומצאו    11-7בשאלות  עבור כל אחת מהמטריצות 

7) 

4 1 1

1 2 1

1 1 2

A

− − 
 

= −
 
 − 

 8) 

1 1 4

3 2 1

2 1 1

A

− 
 

= −
 
 − 

 

9) 

1 1 2

1 2 1

2 1 1

A

 
 

=
 
 
 

 10) 
1 1

4 1
A

 
=  
 

 

11) 

1 1 1

1 1 1

1 1 1

A

− 
 

= − 
 − 

  

 

3מטריצה ממשית ריבועית מסדר   Aתהי  (12 3. 

 הווקטורים העצמיים של המטריצה הם ידוע כי 
1 2 3

0 1 1

0 , 1 , 1

1 1 0

v v v

−     
     

= = =
     
     
     

, 

1: והם מתאימים לערכים העצמיים  2 36, 2 , 4  = = = −. 

 . A  את המטריצהמצאו  

 

3 מטריצה ממשית ריבועית מסדרהאם קיימת קבעו  (13 3, 

 בעלת וקטורים עצמיים 
1 2 3

1 4 7

2 , 5 , 8

3 6 9

v v v

     
     

= = =
     
     
     

, 

1  :המתאימים לערכים העצמיים 2 31, 2 , 3  = = =. 

 אותה. מצאו במידה וקיימת מטריצה כזאת, 
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 תשובות סופיות 

א.  (1

2 1

0 2 1

0 1

x

x

x

− 
 

−
 
 − 

)ב.    ) ( )
2

1p x x x= ,0ג.   − 1x x= =, 

1x  הריבוב האלגברי של 0x הריבוב האלגברי של, ו2הוא  =  .1הוא  =

ד.   1 1,1,1xV sp=  .1:  ריבוב גיאומטרי – =

     0 1,0,0xV sp=  . 1: ריבוב גיאומטרי – =

1,1,1,ה.   . לא ניתנת. ח-ו 1,0,0

)2ט.  ) ( 1) deg 3m x x x= −  הפולינום האופייני הוא גם הפולינום המינימלי.  – =
 לא הפיכה.י. 

א.  (2

1 1 0

0 1 0

0 0 2

x

x

x

− − 
 

−
 
 − 

)ב.     ) ( ) ( )
2

1 2p x x x= − ,1ג.  − 2x x= = 

1x  הריבוב האלגברי של 2x הריבוב האלגברי של, ו2הוא  =  .1הוא  =

  ד. 1 1,0,0xV sp=  .1:  ריבוב גיאומטרי – =

     2 0,0,1xV sp=  . 1: ריבוב גיאומטרי – =

0,0,1,ה.   לא ניתנת. ח. -ו 1,0,0

)ט.  ) ( ) ( )
2

1 2 deg 3m x x x= − −  הפולינום האופייני הוא גם המינימלי.  – =

 הפיכה. י.

א.  (3

1 0 1

0 1 0

1 0 1

x

x

x

− − 
 

−
 
 − − 

)ב.     ) ( ) ( )1 2p x x x x= − ,0 ג. − 1, 2x x x= = = 

0x 1x ,1רי: ריבוב אלגב – = 2x, 1רי: ריבוב אלגב  – =  .1: ריבוב אלגברי  – =

  ד. 0 1,0,1xV sp= =  .1:  ריבוב גיאומטרי – −

     1 0,1,0xV sp=  . 1: ריבוב גיאומטרי – =

,ה.  ,0,1,0 1,0,1 ז.  ניתנת ללכסון.ו.  −1,0,1

-1 0 1

0 1 0

1 0 1

P

 
 

=
 
  

 

ח. 

2016 2016

2016 2016

2 0 2

0 1 0

2 0 2

 
 
 
 
 

)ט.   ) ( ) ( )1 2m x x x x= −  לא הפיכה. י. −
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א.  (4

1 3 0

3 1 0

2 2 6

x

x

x

+ − 
 
− +

 
 − 

)ב.     ) ( )( ) ( )6 2 4p x x x x= − − + 

,6 ג. 2, 4x x x= = = − 

4x = 2x, 1רי: ריבוב אלגב – − 6x, 1רי: ריבוב אלגב  – =  .1: ריבוב אלגברי  – =

ד.   6 0,0,1xV sp=  .1:  ריבוב גיאומטרי – =

     2 1,1,1xV sp=  . 1: ריבוב גיאומטרי – =

     4 1,1,0xV sp=− =  . 1: ריבוב גיאומטרי – −

,ה.  ,0,0,1 1,1,0  ז. ניתנת ללכסון.ו.   −1,1,1

0 1 -1

0 1 1

1 1 0

P

 
 

=
 
  

 

ח. 

2017 2017 2017 2017

2017 2017 2017 2017

2017 2017 2017 2017 2017

2 ( 4) 2 ( 4) 0
1

2 ( 4) 2 ( 4) 0
2

6 2 6 2 2 6

 + − − −
 

− − + − 
 − + − +  

 

)ט.  ) ( 6)( 2)( 4)m x x x x= − −  הפיכה. י.  +

 , ולכן אין ערכים עצמיים ווקטורים עצמיים.אין פתרונות מעל   (5

1: מעל   2x i=  ,1 2 1 , 2x i i= + = +v  ,1 2 1 ,2x i i= − = −v, 

1 2 0

1 1 2

i
D

i

+ 
=  

− 
 ,

1 1

2 2

i i
A

+ − 
=  
 

 

3xערכים עצמיים:  (6 3: יםעצמי ים, וקטור = 1,1x= = −v .לא ניתנת ללכסון . 

ערכים עצמיים:  (7
1 2,32, 3x x= =, 

)וקטורים עצמיים:   ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2

3 3 21,0,1 , 1,1,0 , 1,1,1x x xv v V= = == = = 

8) 1,  3,  2x x x= = = − ,( )1 1, 4,1xv = −=  ,( )3 1, 2,1xv = = ,( )2 1,1,1xv =− −= 

9) 1,  4,  1x x x= = = − ,( )1 1, 2,1xv = −=  ,( )4 1,1,1xv = = ,( )1 1,0,1xv =− −= 

10) 1,  3x x= − = ,( )1 1, 2xv = −=  ,( )3 1, 2xv = = 

11) 1, 1 3x x i= =  ,1 1,1,1x= =v  ,( )31
1 3 ,1 3 , 2

ix
i i

= +
= − + −v ,

( )31
1 3 ,1 3 , 2

ix
i i

= −
= + − −v 

12) 

1 3 0

3 1 0

2 2 6

A

− 
 

= −
 
 − − 

 

 אין כזו מטריצה. (13

1
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 תרגילי תיאוריה –לכסון מטריצות 

 שאלות 

 .Aנתונה מטריצה ריבועית  (1
 הוכיחו או הפריכו:

 אם ורק אם המטריצה איננה הפיכה. ,A ערך עצמי של המטריצה 0 . א

אז   ,Aע"ע של   -הפיכה ו Aאם  .ב
1


 .−1Aהוא ערך עצמי של  

 . אותו פולינום אופיינייש את  TA-ול A- ל . ג

 .אותם וקטורים עצמייםיש את  TA-ול A- ל .ד

 .Aהוא ע"ע של   אז  ,הוא  Aאם סכום האיברים בכל שורה של   .ה

1אם  .ו TA A− 1אז  ,Aהוא ע"ע של   ואם  = = . 

2Aאם  .ז A=  ואם   הוא ע"ע שלA,  0אז 1או  = =. 

 

 הסעיפים הבאים:   2פתרו את  (2

 . 4השייך לערך העצמי   vיש וקטור עצמי   Aידוע שלמטריצה  . א

4נתונה המטריצה  22 10 4B A A A I= − + −. 
 וחשבו את הערך  Bוקטור עצמי גם של המטריצה  v-הוכיחו ש

 העצמי המתאים לו. 

 .  השייך לערך עצמי Aוקטור עצמי של מטריצה   v- נתון ש .ב
)יהי  )p x .פולינום 

)ו"ע של המטריצה  v-הוכיחו ש )p A השייך לערך עצמי ( )p . 
 

 הסעיפים הבאים:   2פתרו את  (3

 .2מסדר  Aנתונה מטריצה ריבועית  . א

-הפולינום האופייני של המטריצה שווה להוכיחו כי  .1
2

( ) tr( ) | |p x x A x A= − +. 

)trנתון כי   .2 ) 4A |. חשבו את = |A,  אם ידוע בנוסף שלמטריצה 
 יש ערך עצמי אחד.

 .n מסדר A נתונה מטריצה ריבועית .ב

1נניח כי   1

1 1 0( ) ...n n

np x x a x a x a−

−= + + +  .Aהפולינום האופייני של  +

0הוכיחו כי   1( 1) | | , tr( )n

na A a A−= − = −. 
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 .nמסדר  Aנתונה מטריצה  (4
 :הוכיחו

)ע"ע של   . א )rank A I n A−  . 

)-שווה ל  הריבוי הגיאומטרי של ע"ע   .ב )n rank A I− − . 

)אם  . ג )rank A k n=   ע"ע של המטריצה  0אזA  מריבוי גיאומטריn k−. 
 מה ניתן לומר על הריבוי האלגברי במקרה זה.

 

)ידוע כי   .4מסדר  Bנתונה מטריצה ריבועית  (5 ) 1rank B =.  
 :הוכיחו

 . Bע"ע של המטריצה  0 . א

 .3הוא  0הריבוי הגיאומטרי של הע"ע  .ב

 . 4או  3הוא  0הריבוי האלגברי של הע"ע  . ג

 ערכים עצמיים.  2לכל היותר  Bלמטריצה  .ד

)- אז הוא שווה ל  0-ע"ע פרט ל Bאם למטריצה  .ה )tr B. 
 

4נתונה מטריצה  (6 4 4

10 10 10

a b c

A a b c

a b c

 
 

=
 
 
 

 ( ). , ,a b c   

0kידוע שלמטריצה קיים ערך עצמי  = . 
 . A-מטריצה אלכסונית הדומה ל מצאו שהמטריצה ניתנת ללכסון ו הוכיחו

 

AB המקיימות nמטריצות מסדר  B-ו Aתהיינה  (7 BA=. 
1rankAנניח כי   n=  של המטריצה. 0וקטור עצמי השייך לערך העצמי  v-ו −
 . Bהוא וקטור עצמי של המטריצה   vכי   הוכיחו

 

0המקיימת   3מטריצה מסדר  Aתהי  (8 ( 10 ) ( 4 ) 3rank A I rank A I −  − . 

 .Aמצאו את הפולינום האופייני של המטריצה  . א

ואת הריבוי האלגברי והגיאומטרי של  Aמצאו את הערכים העצמיים של  .ב
 כל ע"ע. 

-מטריצה אלכסונית הדומה ל מצאו ניתנת ללכסון. אם כן,  Aהאם  קבעו  . ג
A. 

 הפיכה? Aהאם  קבעו  .ד

)2כי   הוכיחו .ה 10 ) ( 4 ) 0A I A I− − 4A- . האם ייתכן ש= I=   10אוA I=? 

 

5מטריצה מסדר  Aתהי  (9 5כך ש ,-det 12A=  וגם( ) ( )2 3I A I A + = − =. 

 לכסינה, ורשמו מטריצה אלכסונית דומה לה.  A-הוכיחו ש

1
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)נתונה מטריצה  (10 )1 2 nA a a a=  .)מטריצה עם שורה אחת( 

TAמצאו את הערכים העצמיים של המטריצה   A  1)הניחוn ( . 
 

3מטריצה מסדר  Aתהי  (11 3כך ש ,-

1 4

1 4

1 4

A

   
   

=
   
   − −   

), וכן   ) ( )2 4I A I A +  −. 

 לכסינה. A-הוכיחו ש
 

3מטריצה מסדר  Aתהי  (12 3   המקיימת( ) ( )2 5I A I A −  +. 

)-ידוע גם ש ) 3,1, 1span 2Axהוא מרחב הפתרונות של המערכת   − x=. 

 .A- לכסינה, ורשמו את כל המטריצות האלכסוניות הדומות ל A-הוכיחו ש
 

באיור שלפניך הגרפים של הפולינום האופייני  (13
 .2מסדר  C-ו A, B מטריצות 3של 

 ניתנת ללכסון.  A ידוע שהמטריצה
 את הדרגה של כל אחת מהמטריצות   ומצא

ניתנות  C-ו Bשגם המטריצות  הוכיחוו
 ללכסון. 

 

 .3מטריצה ממשית מסדר  A תהי (14
)detנתון כי   ) ( ) 0A tr A= 1וכי =  המטריצה.ערך עצמי של   =

 הוכיחו כי המטריצה ניתנת לליכסון ומצאו את כל הערכים העצמיים שלה. 
 

יהיו  (15
2, [ ]A B M. 

Aידוע כי   AB BA= −. 

2כי   הוכיחו 0A =. 
 

)-כך ש  2מטריצה ממשית לא הפיכה מסדר  Aתהי  (16 ) 1tr A  − . 

1כי   הוכיחו . א 1
( )

1 ( )
I A I A

tr A

−+ = −
+

. 

את מצאו בעזרת סעיף א  .ב
1

2 1

1 2

−

 
 
 

. 
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 .nמסדר  Aנתונה מטריצה ריבועית  (17

ויהיו 
1 2, ,..., n   הערכים העצמיים של המטריצה. 

 :הוכיחו

 . א
1

| |
n

i

i

A 
=

= 

 .ב
1

( )
n

i

i

tr A 
=

= 

 הערה: 
מתקבלים ממציאת השורשים של הפולינום האופייני מעל   הערכים העצמיים של המטריצה

 הערכים העצמיים לא בהכרח שונים זה מזה.  בנוסף,.

 

 .2מסדר  Aנתונה מטריצה ממשית  (18

)2אם  . א ) 3, ( ) 5tr A tr A= |את  מצאו . = |A. 

)מקבילים ואם  Aאם וקטורי העמודה של  .ב ) 5tr A )2את  מצאו  = )tr A. 

|אם  . ג | 5A )ע"ע שהם מספרים שלמים וחיוביים מהו  A- ואם ל = )tr A. 
 

|שמקיימת   3מטריצה מסדר  Aתהי  (19 | 1A =. 

אם  . א
1 3

2

i− +
 .Aאת כל הע"ע של מצאו  Aהוא ערך עצמי של  

100ידוע כי   .ב 2A aA bA cI= + +. 
,את  מצאו   ,a b c. 

 

 ענו על הסעיפים הבאים: (20

)2הוא  A  הפולינום האופייני של מטריצה . א )Ap x x bx c= + +. 

4מצאו את הפולינום האופייני  ( )Ap x  4של המטריצהA. 

]2מטריצה   .ב ]A M R  מקיימת| | 0A . 

 הוכיחו שהמטריצה ניתנת ללכסון.
 

)מטריצה ריבועית עם פולינום אופייני  Aתהי  (21 ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 8 7

2 1 5 3p t t t t t= − + − +. 

 ?Aמה הדרגה של  . א

AP-הפיכה כך ש  Pידוע שקיימת מטריצה   .ב PD= כאשר ,D  .אלכסונית 
5Aחשבו את הדרגה של  I−. 
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תהי  (22
a c

A
c b

 
=  
 

 מטריצה ממשית.  

 .-ו על ידי   Aנסמן את הע"ע של  . א
 הוכיחו שהם ממשיים. 

-הניחו ש .ב =והוכיחו ש ,-
0

0
A





 
=  
 

. 

 

, שהפולינום האופייני שלה מטריצה לכסינה מעל  Aתהי  (23

( ) 4 3 22 3p t t it t= + +. 

2הוכיחו שהמטריצה   3A A I− ורשמו מטריצה אלכסונית  ,לכסינה מעל   +
 הדומה לה. 

 

 :ענו על הסעיפים הבאים (24

), בעלת פולינום אופייני מטריצה ריבועית מעל   Aתהי  . א ) 3 2 5p t t t= − +. 

3bלכל הוכיחו ש R ש למערכת יA b=x   פתרון יחיד ומצאו את| |A ו-( )tr A. 

Aמטריצה ממשית, כאשר  Aתהי  .ב I ובעלת פולינום אופייני ,( ) ( )
3

1p t t= −. 

)הפיכה, וחשבו את  A-הוכיחו ש )tr 2A I−. 

 

 ענו על הסעיפים הבאים: (25

Aאם ורק אם  Aע"ע של  -ש הוכיחו . א I−א הפיכה.ל 

)מטריצה ריבועית, עם פולינום אופייני  Aתהי  .ב ) ( )( )
1

1 2
n

p t t t
−

= − +, 

2nכאשר  . 

2הוכיחו שהמטריצה   2C A A I= + לא הפיכה, ושהמטריצה   −
2 2D A I=  הפיכה. −

 

 ענו על הסעיפים הבאים: (26

 את המונח מטריצה נילפוטנטית. ימווהדג וריהגד . א

 שכל הערכים העצמיים של מטריצה נילפוטנטית הם אפס.  הוכיחו .ב

 . הפריכואו  הוכיחוהאם הטענה ההפוכה לטענה בסעיף ב נכונה?  . ג

0nAאז  nמטריצה נילפוטנטית מסדר  Aשאם  הוכיחו .ד =. 

Bתהי , וnמטריצה נילפוטנטית מסדר  Aתהי  .ה A I= −. 
|את  מצאו   |B. 
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 את המשפט בנוגע לחישוב פולינום מינימלי של מטריצת בלוקים.   צטטו (27
 :בעזרת המשפט לעיל חשב את הפולינום המינימלי של המטריצה הבאה

         

2 1 0 0 0

0 2 0 0 0

0 0 4 3 0

0 0 2 5 0

0 0 0 0 7

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

)תהי  (28 )ijA a= :מטריצה שהאיברים שלה נתונים על ידי 
1

ij

ij i j
a

ij i j


= 

+ =
. 

|את חשבו  |A. 
 

 סחו את המשפט בנוגע לחישוב פולינום אופייני של מטריצת בלוקים. נ (29

 : את הפולינום האופייני של המטריצה הבאהחשבו בעזרת המשפט לעיל  . א

9 8 5 7

1 3 2 4

0 0 3 1

0 0 6 8

M

 
 
− −
 =
 −
 
 

 

 את המשפט מסעיף א. הוכיחו .ב
 

 הוכיחו או הפריכו: .n מסדר ,B-ו A ,נתונות שתי מטריצות ריבועיות (30

 אותם ערכים עצמיים. BA-ו AB- ל . א

 ,B-ו Aשל  ,שונה מאפס ,וקטור עצמי v-נניח ש .ב
4 גם הוא וקטור עצמי של המטריצה vאז  10A B+. 

 

 מטריצה ריבועית הניתנת ללכסון.  Aתהי  (31

A, המטריצה  kהוכיחו כי לכל סקלר  . א kI+ .ניתנת ללכסון 

 הערך העצמי את , מצאו Aהוא ערך עצמי של המטריצה  4אם  .ב
A. של המטריצה kI+ 

 

3מטריצה ממשית מסדר  Aתהי  (32 3.   1ידוע כי 2,v v של  "עהם וA ,שונים מאפס  ,

1  "עהמתאימים לע וכי   ,=
3v 1 "עהמתאים לע ,שונה מאפס ,"עהוא ו = −. 

 כל אחת מהטענות:  הוכיחו או הפריכו

1אם הווקטורים   . א 2,v v  2018בת"ל, אזA I=. 

 ניתנת ללכסון.  A .ב

1קטורים והוא צרוף לינארי של הו 3v . ג 2,v v . 
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 הוכיחו או הפריכו: (33

 כל מטריצה הניתנת ללכסון היא הפיכה. . א

 כל מטריצה הניתנת ללכסון היא לא הפיכה. .ב

 כל מטריצה הפיכה ניתנת ללכסון.  . ג

קטור ואשר הו Aמת מטריצה יקי .ד

4

1

10

 
 
 
 
 

 .14הוא ו"ע שלה השייך לע"ע  

 

  Qמטריצה והניתנת ללכסון  Bמטריצה  :nנתונות שתי מטריצות מסדר  (34
 הפריכו:הוכיחו או הפיכה. 

1Qהמטריצה   . א BQ−   .אלכסונית 

1Qהמטריצה   .ב BQ− .ניתנת ללכסון 

 

 "ע.הוא ו vשעבורן   ,nאת קבוצת כל המטריצות מסדר  W- נסמן ב (35

 .nתת מרחב של מרחב המטריצות מסדר    Wהוכיחו כי   . א

עבור .ב
4

2 ,
0

n v
 

= =  
 

 .W- מצאו בסיס ל, 

 

תהי  (36
1

4 1

a
A

 
=  
 

 .ממשי קבוע aכאשר  ,

3aעבור   . א תנו דוגמה לזוג   ,=
x

y

 
 
 

 .A שאינו וקטור עצמי של 

הזוג  ,aעבור איזה ערך של   .ב
1

2

 
 
 

 ?A הוא וקטור עצמי של 

20יהי  . ג u  וקטור שאינו ו"ע של A. 

 הוכיחו כי הקבוצה ,u Au,  2מהווה בסיס של. 

 

2Aאם  ,תיקרא אידמפוטנטית Aמטריצה ריבועית  (37 A=. 
 מטריצה אידמפוטנטית.  Aתהי 

 בלבד. 1או  0הם  A הוכיחו כי הערכים העצמיים של . א

 .A  רשמו את כל האפשרויות עבור הפולינום המינימלי של .ב

 לינאריים.מתפרק לגורמים  A הוכיחו כי הפולינום האופייני של . ג

 ניתנת ללכסון. Aי  הוכיחו כ .ד

)הוכיחו כי   .ה ) ( )tr rankA A=  .)סעיף זה דורש ידע בדימיון מטריצות( 
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 הוכיחו או הפריכו: .5מטריצה ממשית מסדר  Aתהי  (38

קיים תת מרחב   . א |W u Au u = dim-כך ש ,5Rשל  = 1W . 

אם  .ב
1 2,u u ו"ע של  A ,וקטור ואז גם ה

1 2u u+  ו"ע שלA. 

 אז לשתי המטריצות , Aשקולת שורות למטריצה  B אם המטריצה . ג
 אותם ערכים עצמיים. 

 אז כל הערכים העצמיים שלה שונים זה מזה. , R לכסינה מעל A אם .ד

 A שונים זה מזה, אז המטריצה A אם כל הערכים העצמיים של .ה
 .R לכסינה מעל 

 

 שכל הערכים העצמיים שלה ממשיים.  ,4מטריצה ממשית מסדר  A תהי (39
 ,2ידוע שהערך העצמי הקטן ביותר של המטריצה הוא 

 .4והערך העצמי הגדול ביותר של המטריצה הוא 
 מכאן נובע ש:

) . א )rank 4A = 

 לכסינה.  A .ב

)  . ג )tr 10A  

127A .ד  

2-כך ש ,A של v ים וקטור עצמייק .ה 2A v v=. 

 

 מספר טבעי.  n מטריצה ריבועית ויהי A תהי (40
 הוכיחו או הפריכו:

 .nA וקטור עצמי גם של v אז, A  וקטור עצמי של v אם . א

 .A לוקטור עצמי גם ש v אז, nAוקטור עצמי של   v אם .ב

 לכסינה. nAאז  ,לכסינה  A אם . ג

 לכסינה. A אז ,לכסינה  nAאם  .ד

 

)2שהפולינום המינימלי שלה הוא , A נתונה מטריצה (41 ) ( 1)m x x= −. 

2הוכיחו כי המטריצה   4 3A A I+  הפיכה. +

 

שהערכים העצמיים של מטריצה סימטרית ממשית הם בהכרח   וחיהוכ (42
 . ממשיים

 

 .Aנתונה מטריצה סימטרית ממשית   (43
המתאימים לערכים עצמיים שונים הם  A וקטורים עצמיים שלוש וחיהוכ

 אורתוגונליים.
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 .n מטריצה ממשית מסדר A תהי (44

kA- טבעי כך ש k( קיים 2) ניתנת ללכסון. A (1)  נתון: I= . 

2Aצריך להוכיח:  I=. 
 

 הסעיפים הבאים:ענו על  (45

nמטריצה מסדר  Aתהי  . א n 1, לכסינה ובעלת דרגה. 
 .0- הוכיחו שהעקבה שלה שונה מ

 .nמסדר נילפוטנטית  מטריצה ריבועית  Aתהי  .ב
 , ושהוא הע"ע היחיד שלה.Aע"ע של  0-הוכיחו ש

 

נתונה המטריצה  (46

5 6 6

1 4 2

3 6 4

A

− − 
 

= −
 
 − − 

. 

 לכסינה. A-הוכיחו ש . א

1114האם המטריצה  .ב 10 20B A A I= −  הפיכה? +

 

nתהי  (47 nA 
2מטריצה ריבועית ממשית שמקיימת   0A I+ =. 

 :ד'-את הטענות בסעיפים א' הוכיחו

 הפיכה. A . א

 לא ניתנת לליכסון.  A .ב

 לא סימטרית. A . ג

 זוגי. n .ד

 מרוכבת?  A' נשארת נכונה גם אם המטריצה דהאם הטענה בסעיף  .ה
 

 קבוע. cויהי  nמטריצה מסדר  Aתהי  (48
 .vעם וקטור עצמי   Aע"ע של המטריצה  -ידוע ש

cכי   הוכיחו . א Aהוא ערך עצמי של המטריצה   + cI+  עם וקטור עצמיv. 

שווה לריבוי   Aשל המטריצה  שהריבוי האלגברי של הע"ע  הוכיחו .ב
cהאלגברי של הע"ע   Aשל המטריצה   + cI+. 

שווה לריבוי   Aשל המטריצה  שהריבוי הגיאומטרי של הע"ע  הוכיחו . ג
cהגיאומטרי של הע"ע   Aשל המטריצה  + cI+. 
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על ידי  Aנתונה מטריצה  (49
ij

b i j
a

a i j

=
= 


1כאשר    ,i j n . 

 .Aקטורים העצמיים של המטריצה והערכים העצמיים ואת הואת חשבו 
 אותה.  נוהאם המטריצה ניתנת ללכסון, אם כן, לכסקבעו 

|גם את חשבו בעזרת התוצאות שקיבלת  |A. 
 הערה: ניתן לפתור ללא חישוב של הפולינום האופייני.

 

 .nמסדר מטריצה ממשית  Aתהי  (50
 :הוכיחו

 זוגי אז למטריצה לפחות ע"ע ממשי אחד.-אי nאם  . א

 . Aהוא ע"ע של  אז גם הצמוד המרוכב שלו   Aע"ע של  אם  .ב
 

 .nמטריצה מסדר  Aתהי  (51

 :הוכיחו

2Aאז  -1או  1ניתנת ללכסון ואם הערכים העצמיים שלה הם  Aאם  . א I=. 

|אז   1-ממשיים וקטנים מ A ערכים העצמיים שלאם כל ה .ב | 0I A− . 
 

 סימטרית ממשית. - מטריצה אנטי Aתהי  (52
 הוא מספר מדומה. Aשכל ערך עצמי של  הוכיחו

 ממשי. bכאשר    biתזכורת: מספר מדומה הוא מספר מהצורה 
 

 ענו על הסעיפים הבאים: (53

הגדר את המושגים מטריצה צמודה, מטריצה נורמלית ומטריצה  . א
 אוניטרית. 

 צטט משפט מפורסם הנוגע ללכסינות מטריצות נורמליות. 
 סימטרית ממשית. - מטריצה אנטי Aתהי 

 נורמלית.  Aשהמטריצה  הוכיחו .ב

 היא זוגית.  Aשהדרגה של  הוכיחו . ג
 הערה: תרגיל זה מיועד רק למי שלמד מספרים מרוכבים.

 

)סדרה  (54 )na :1 מוגדרת רקורסיבית על ידי 2 0 15 6 1n n na a a a a− −= − = =. 

 )כלומר, נוסחה לא רקורסיבית(.  naביטוי סגור עבור מצאו 

 

)סדרה  (55 )na :1מוגדרת רקורסיבית על ידי 2 3 0 1 22 2 2, 4n n n na a a a a a a− − −= + − = = =. 

 )כלומר, נוסחה לא רקורסיבית(.  naביטוי סגור עבור מצאו 

  

1

פרק 8ערכים עצמיים-וקטורים עצמיים-לכ...

125

125



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון –כתב ופתר  
 

 תשובות סופיות 

 .הוכחההשאלות בנושא זה הן שאלות 

 . GooL.co.ilכנסו לאתר ילפתרונות מלאים ה

 .הוכחהשאלת  (1

 .260א. הערך העצמי הוא  (2

4A.  2א. (3 = 

 .הוכחהשאלת  (4

 .הוכחהשאלת  (5

6) (0,0, )D diag k= 

 .הוכחהשאלת  (7

)2א.  (8 ) ( 10) ( 4)p   = − − 

 . 2עם ריבוי אלגברי וגיאומטרי  10. ע"ע 1אלגברי וגיאומטרי עם ריבוי  4ב. ע"ע 
D(10,10,4)ג.  diag=  .ה. לא.  ד. כן 

9) ( )diag 1, 1, 2, 2,3− − 

)-ו 0 (10 )tr A. 

 .הוכחהשאלת  (11

12) ( ) ( ) ( )2, 5, 5 , 5,2, 5 , 5, 5,2diag diag diag− − − − − − 

13) ( ) 0, ( ) 1, ( ) 2rank A rank B rank C= = = 

14) 0,1, 1− 

 .הוכחהשאלת  (15

ב.   (16
2 / 3 1/ 3

1/ 3 2 / 3

− 
 
− 

 

 .הוכחהשאלת  (17

|א.  (18 | 2A )2ב.   = ) 25tr A )ג.   = ) 6tr A = 

א.  (19
1 3 1 3

, ,1
2 2

i i− + − −
,0ב.      1,  0a b c= = = 

2 .א (20

4 ( ) 4 16Ap x x bx c= + + 

 11ב.   19א.  (21

 .הוכחהשאלת  (22

23) ( )diag 1,1, 3 , 8 9i i− − + 

|א.  (24 5A = )- ו − ) 0tr A )ב.    = )tr 2 3A I− = − 

 .הוכחהשאלת  (25

)ה.  (26 1) | |n B− = 

27) | | 384A = − 

1
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28) 2( ) ( 2) ( 7)Mm x x x= − − 

)2א.  (29 ) ( 5) ( 6)( 7)Mp x x x x= − − − 

 .הוכחהשאלת  (30

4ב.   (31 k+ 

 .הוכחהשאלת  (32

 .הוכחהשאלת  (33

 .הוכחהשאלת  (34

ב.   (35
1 0 0 1 0 0

, ,
0 0 0 0 0 1

WB
      

=       
      

 

א.  (36
1

1

 
 
 

ב.    
1

2

 
 
 

  

)ב.   (37 ) , ( ) 1, ( ) ( 1)p x x p x x p x x x= = − = − 

 .הוכחהשאלת  (38

 .הוכחהשאלת  (39

 .הוכחהשאלת  (40

 .הוכחהשאלת  (41

 .הוכחהשאלת  (42

 .הוכחהשאלת  (43

 .הוכחהשאלת  (44

 .הוכחהשאלת  (45

 .הוכחהשאלת  (46

 .הוכחהשאלת  (47

 .הוכחהשאלת  (48

49)  1( ) ( 1)nA b a a n b−= − − + 

 .הוכחהשאלת  (50

 .הוכחהשאלת  (51

 .הוכחהשאלת  (52

 .הוכחהשאלת  (53

54) 12 3n n

na += − 

55) ( )11
3 ( 1) 2

3

n n

na += + − + 

1
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 חקירת הלכסינות של מטריצה

 שאלות 

 נתונה המטריצה (1

4 0 0

1 0

1 0

A k

k

 
 

=
 
 
 

 .ממשי קבוע kכאשר   ,

 המטריצה לכסינה? k לאיזה ערכים של . א

 .A- מטריצה אלכסונית הדומה ל  ולכסינה מצא A במקרים בהם .ב

 

 נתון (2

4 0 0

1 0

1 1

A k

k

 
 

=
 
 
 

 .ממשי קבוע kכאשר  ,

 ?לכסינההמטריצה )אם בכלל(  kלאיזה ערכים של 

 

2נתונה המטריצה  (3

2

1 0 0

1 0

1 0

A a

a

 
 

=  
 
 

 .a, כאשר  

 .לכסינה מעל   A- , כך שaמצאו את כל ערכי   . א

 מטריצה אלכסונית הדומה לה. ולכסינה מצא  Aו במקרה ב .ב

 

נתונה המטריצה  (4

1 1

1 1

1 1

m

A m

m

 
 

=
 
 
 

 .m, כאשר  

 לכסינה?  A, המטריצה  mעבור אילו ערכים של  
 כאשר היא לכסינה, רשמו מטריצה אלכסונית הדומה לה.

 

 נתון (5

2 2 1

1 1 2

0 6

k k k

A k

k

− + 
 

= − −
 
 − − 

 חיובי.  ממשי קבוע kכאשר  ,

 ?A יהיה ערך עצמי של המטריצה 2המספר  kלאיזה ערך של הפרמטר  . א

 שמצאת בסעיף א:  k-עבור ערך ה 

 . 2את הריבוי האלגברי והריבוי הגיאומטרי של הערך העצמי   ומצא .ב

 מטריצה אלכסונית הדומה לה. ושהמטריצה ניתנת ללכסון ומצא וחיהוכ . ג
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1  נתונה המטריצה הממשית (6 3 2

2 8 5

a b b

A

 
 

= −
 
 − − 

. 

 .בלבד -1-ו 1יהיו  Aעבורם הערכים העצמיים של  b-ו aמצאו את ערכי   . א

 האם המטריצה לכסינה.  ובסעיף א' קבע  םשמצאת b-ו  aעבור ערכי   .ב

 

נתונה המטריצה  (7

2 0 2

1 1 2

0 0

a

A a

a

− 
 

= − 
 
 

 ., מעל 

 .לכסינהA, עבורם  aמצאו את כל הערכים של  . א

 . A-הדומה ל Dלכסינה מצאו מטריצה אלכסונית  Aבמקרים בהם  .ב

 

נתונה המטריצה  (8

2 0

0 2 0

0 0 2

a a

A a

a

 
 

=  
 + 

 .a, כאשר  

 .A, מצאו את הערכים העצמיים של aעבור כל ערך של   . א

 לכסינה? A, המטריצה aעבור אילו ערכי   .ב
 . A-הדומה לבכל אחד מהמקרים, רשמו מטריצה אלכסונית 

 

: נתונה המטריצה הבאה מעל  (9

0 0

1 0

0 1

a

A b

c

 
 

=
 
 
 

 , 

,כאשר  ,a b c  1מספרים ממשיים המקיימיםa b c− + = −. 

 ומצאו את הריבוי הגיאומטרי שלו.Aהוא ערך עצמי של   −1הוכיחו כי   . א

1aנתון כי   .ב b=  . 
 מיים. הוכיחו כי המטריצה ניתנת ללכסון ומצאו את כל ערכיה העצ

ידוע כי   . ג
2

0
2

b a
a

− 
+  

 
. 

 שהמטריצה לא ניתנת ללכסון.  וחיהוכ

 

a,מצאו את כל הערכים של המספרים הממשיים   (10 bכך שהמטריצה , 

0

0

0 0

a b a

A b a

b

− 
 

=  
 
 

 לכסינה. 
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נתונה המטריצה  (11

0 0

0 0

1 2 1

a

A b

 
 

=
 
 
 

. 

a,עבור אילו ערכי   . א b A  .לכסינה? נמקו 

דומה   A- לכסינה, רשמו מטריצה אלכסונית שA- בכל אחד מהמקרים ש .ב
 לה. 

 

נתונה המטריצה  (12

3 0 0 0

1 2 0 0

0 0 2 0

0 0

A

a b

 
 
 =
 
 
 

a,, כאשר   b. 

 לכסינה.  A- , כך שb-ו aמצאו את כל הערכים של 
 בכל מקרה בו היא לכסינה, רשמו מטריצה אלכסונית הדומה לה. 

 

נתונה מטריצה ממשית  (13

1 3

3 5 3

1 1 1

a

A

− 
 

= −
 
 − − 

 פרמטר ממשי.  a, כאשר  

2-ידוע ש =  .2הוא ערך עצמי שלה, עם ריבוב גיאומטרי  −

 ?aמהו ערכו של  . א

 האם המטריצה לכסינה? .ב

 

נתונה המטריצה  (14

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

a

a
A

a

a

 
 
 =
 
 
 

 .a, כאשר  

 ?? מעל לכסינה מעל   A- , כך שaהאם קיימים ערכי  
 .A- , רשמו מטריצה אלכסונית הדומה לaאם כן, עבור כל ערך כזה של 

 

נתונה המטריצה  (15

1 0 0

2 2A a a

a a a

 
 

= −
 
 − 

 ., מעל 

 לכסינה: Aעבורם   aמצאו את כל ערכי  

 .מעל   . א

 .מעל   .ב
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 תשובות סופיות 

4kא.  (1     .4)ב, , )D diag k k= 

 .kלא ניתנת ללכסון לכל ערך של    Aהמטריצה   (2

1aלכסינה אם ורק אם  Aא.  (3  .   .ב( )2 21, ,D diag a a= − 

4) A  לכסינה לכלm ודומה למשל ל -( 1, 1, 2)D diag m m m= − − + 

3kא.  (5 ,2)ג.  .1 = ר"ג .1 = ר"א .ב  = 3, 5)D diag= − − 

,3א.  (6 4a b= = ,1או  − 0a b=  .המטריצה לא לכסינהב.   =

)דומה למטריצה אלכסונית  ב.   .aלכסינה עבור כל   Aא.  (7 ,1,2)D diag a=. 

,0אם  א.  (8 2, 1a  2, אז יש שלושה ע"ע שונים − ,2 , 2a a a+. 

0aאם         .2-ו 0, הע"ע הם =
1aאם        =  .−2-ו 1, הע"ע הם −
2aאם         .4, יש ע"ע אחד והוא =
,2לכסינה אם ורק אם  Aב.   1a  −. 

)במקרה זה היא דומה למטריצה   )2 , 2 , 2D diag a a a= +. 

 שאלת הוכחה. (9

0aאם  (10 b= 0aאו אם , =  0-וb  .לכסינהAאז  ,=

 לכסינה בשלושה מקרים:  Aא+ב.   (11
0,1aכאשר   1,0)- ואז דומה ל, )D diag a= 

0aאו כאשר  0bוגם  = D(0,0,1)-ואז דומה ל = diag= 

1aאו כאשר  וגם  =
1

2
b = D(0,1,1)-ואז דומה ל − diag= 

12) A :לכסינה אם ורק אם 
1 .2,3b   3,2,2)ואז, )D diag b=. 

2b. 2 או 0aוגם  = D(3,2,2,2)ואז  = diag=. 

3b. 3 או 0aוגם  = D(3,3,2,2)ואז  = diag=. 

3aא.  (13  כן.  ב.  =

0aלכסינה אם : מעל   (14 D(0,0,0,0)-ודומה ל = diag= . 

)-דומה ל aלכסינה לכל : מעל   , , , )D diag a a ai ai= − − . 

0aאם ורק אם  לכסינה מעל   Aא.  (15  . aלכל   לכסינה מעל   Aב.   . =

1
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 דמיון מטריצות 

 שאלות 

 כי:הוכיחו מטריצות דומות.  B-ו A-שידוע  (1

| . א | | |A B= 

) .ב ) ( )tr trA B= 

 אותו פולינום אופייני. B-ו A- ל . ג

 

1Pבאינדוקציה: אם הוכיחו  (2 AP B− 1nאז  ,= nA PB P−=. 

 

 ענו על הסעיפים הבאים: (3

  .4Aדומה למטריצה  Aידוע כי  ו n מטריצה ממשית מסדר Aידוע כי   . א
 מטריצה לא הפיכה.  Aהוכיחו כי  

הוכיחו שהמטריצות  .ב
0 1 0 4

, 4
0 0 0 0

A A
   

= =   
   

 דומות.  

 

נתונות שתי מטריצות ממשיות:  (4
2 0 0

1 3 2 , 1 7 0

2 8 5 9 17 6

a b b

A B

   
   

= − = −
   
   − − −   

. 

a,האם קיימים קבועים ממשיים  b ,  כך שהמטריצהA דומה למטריצה B? 

 

, :n נתונות שלוש מטריצות ריבועיות מסדר (5 ,A B C.  כיהוכיחו: 

 דומה לעצמה. A . א

 . A- דומה ל Bאז  ,B-דומה ל Aאם  .ב

 .C- דומה ל Aאז  ,C-דומה ל B- ו B-דומה ל Aאם  . ג

 .−1B- דומה ל −1A אז ,ושתיהן הפיכות B-דומה ל Aאם  .ד

 טבעי. kלכל  ,kB- דומה ל kAאז  ,B-דומה ל Aאם  .ה

)- ו B-דומה ל Aאם  .ו )q x אז ,פולינום ( ) q A דומה ל-( ) q B . 

 .TB- דומה ל TAאז  ,B-דומה ל Aאם  .ז

)אז  ,B-דומה ל Aאם  .ח ) ( )rank rankA B=. 

)אז  ,B-דומה ל Aאם  . ט ) ( )Nullity NullityA B=. 

 

)  – הערה )Nullity A= 0 מימד מרחב הפתרונות של המערכת ההומוגניתAx =. 

1
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 :הפריכואו הוכיחו  (6

 הן דומות.  ,אותו פולינום אופייני 3אם לשתי מטריצות מסדר  . א

 הן דומות.  ,אותו פולינום מינימלי 3אם לשתי מטריצות מסדר  .ב

 , אם לשתי מטריצות אותו פולינום אופייני ואותו פולינום מינימלי . ג
 אז הן דומות. 

 המטריצות הבאות דומות .ד
3 0 0 1 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 0 1 1 1

A B
   
   = =
   
   

. 

 

 .2- ו 1, 0יש ערכים עצמיים  3מסדר  A ידוע שלמטריצה ריבועית (7
 : מדוע לא ניתן לעשות זאתהסבירו  כל אחד מהבאים או  וחשב

) . א )rank A 

) .ב )dim Ker A 

)tr . ג )A 

TA .ד A 

TA ע"ע עבור .ה A. 

) ע"ע עבור .ו )
1

24 10A A I
−

+ +. 

 

)  – הערה  ) ( )dim Ker NullityA A= 

 

 פולינום מינימלי. כי למטריצות דומות אותו הוכיחו  (8

 

 ענו על הסעיפים הבאים: (9

 .C שתי מטריצות הדומות למטריצה B-ו A . א
 .B- דומה ל  A  כי וחיהוכ

  שהמטריצות הבאות דומות: וחיהוכ .ב
1 2 1 1

,
2 4 4 4

A B
   

= =   
   

. 

 

 המטריצות הבאות דומות:  xעבור אילו ערכים של   (10

3 0 1 1 0

2 1 1 , 0 1 0

2 0 0 1 2

x

A B

x

−   
   

= − =
   
   −    

 

 

 

1
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 הוכיחו שכל אחת מהמטריצות הבאות אינה דומה לאף אחת מהאחרות:  (11

1 0 1 1 1 0 1 0 1 1 0 1

0 1 0 , 0 1 1 , 1 1 0 , 1 1 0

0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1

A B C D

−       
       

= = = = −
       
       
       

 

 

,נתונות שתי מטריצות  (12 [ ]nA B M. 

 ניתנת ללכסון.  A  נתון כי
 :וחיהוכ

B דומה ל-A אם ורק אם B ניתנת ללכסון והיא בעלת אותם ע"ע כמו של A. 

 

נתונות המטריצות  (13

2 0 0

2 2

3 1 1

A a

− 
 

=
 
 
 

-ו 

1 0 0

0 2 0

0 0

B

b

− 
 

=  
 
 

a,, כאשר  b. 

 דומות? B-ו Aהמטריצות   b-ו aעבור אילו ערכים של  

 

נתונות המטריצות  (14

1 0

0 3 0

0 1

a

A

a

 
 

=
 
 
 

-ו 

3 0 0

0 1 0

0 0 3

B

 
 

= − 
 
 

 .a, כאשר 

1P  -כך ש  P האם קיימת מטריצה הפיכה וקבע AP B− =. 

 

נתונות המטריצות  (15

1 0 ... 0 0

0 2 ... 0 0

0 0 ... 1 0

0 0 ... 0

A
n

n

 
 
 =
 −
 
 

-ו 

0 ... 0 0

0 1 ... 0 0

0 0 ... 2 0

0 0 ... 0 1

n

n
B

 
 

−
 =
 
 
 

. 

  -כך ש ,P  מטריצה הפיכה ואם כן, מצא האם המטריצות דומות. וקבע
1P AP B− =. 

 

A,תהיינה  (16 B מטריצות ב-( )nM וכן  1, בעלות דרגה ,( ) ( )tr trA B k= כאשר   ,=

k 0-מספר ממשי שונה מ. 

 .B-ו Aמצאו את הפולינום האופייני של  . א

 דומות.  B-ו A-הוכיחו ש .ב
  

1
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3מטריצה מסדר  Aתהי  (17 3  עם פולינום אופייני( ) ( )( )
2

1 4p t t t= − ונתון כי  , +

(4 ) 1I A + =. 

 .2A רשמו את הפולינום האופייני של . א

4הוכיחו שהמטריצה   .ב 10 9A A I−  לא הפיכה, ומצאו את ממד מרחב +

)הפתרונות של המערכת   )4 10 9 0A A I x− + =. 

 

,נתון כי   (18 , , [ ]nA B C D M כך ש-A  דומה ל-B ו -C דומה ל-D. 

 :יכואו הפר וחיהוכ

A . א C+ דומה ל-B D+. 

 .BD-דומה ל AC .ב
 

 :יכואו הפר וחיהוכ (19

 אם שתי מטריצות שקולות שורה אז הן דומות. . א

 אם שתי מטריצות הן דומות אז הן שקולות שורה. .ב
 

 ענו על הסעיפים הבאים: (20

Aאז  B-דומה ל A : אםוחיהוכ . א kI− דומה ל- B kI−. 

 האם המטריצות הבאות דומות:  ובדק .ב

 

1 1 1 1 1 0

0 1 0 , 0 1 1

0 0 1 0 0 1

A B









=


 
 




 

=


 






 

 האם המטריצות הבאות דומות:  ובדק . ג

1 1 1 0

0 0 ,

0

5 7

2

0 0

2

2

0

20

7A B









=


 
 




 

=


 






 

 

 מטריצות דומות.  B-ו A  נתון כי (21
 גיאומטרי זהה. ואותם ערכים עצמיים עם ריבוי אלגברי  B-ו A-הוכיחו של

 

7מטריצה ממשית מסדר  Aתהי  (22 7 4, בעלת דרגה. 

)נתון שהפולינום  ) 4 27 10q t t t= − )מחלק את הפולינום האופייני  + )p t  שלA. 

 .Aמצאו את הפולינום האופייני של 

 לכסינה ומצאו מטריצה אלכסונית שדומה לה.  A-הוכיחו ש . א

)מצאו את   .ב )2tr A. 
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,נתונות שתי מטריצות  (23 ( )nA B M R. 

 :יכואו הפר וחיהוכ

B אם . א I+ דומה ל- I A− 2 אזA 2 -דומה לB . 

אותה דרגה, אותו פולינום אופייני, אותה דטרמיננטה  B - ול A -אם ל .ב

)ואותו סכום איברי אלכסון  )trace  .אז הן בהכרח דומות 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 הוכחה.שאלת  (1

 הוכחה.שאלת  (2

 הוכחה.שאלת  (3

 לא.  (4

 הוכחה.שאלת  (5

 הוכחה.שאלת  (6

1ו.  ה. לא ניתן לחשב. 0ד.  3ג.  1ב.  2א.  (7 1
15 371, , 

 הוכחה.שאלת  (8

 שאלת הוכחה. (9

10) 0x = 

 שאלת הוכחה. (11

 שאלת הוכחה. (12

13) 2b = 0a-ו − = 

2aכן, עבור   (14 =  

 .0ושאר האיברים  1מטריצה שהאלכסון המשני שלה  P -המטריצות דומות ו (15

)א.  (16 ) ( ) 1n n

A Bp t p t t kt −= =  ב. שאלת הוכחה. −

)2א.  (17 ) ( 1)( 16)p x x x= −  . 1ב. ממד מרחב הפתרונות הוא  .−

 שאלת הוכחה. (18

 שאלת הוכחה. (19

 לא דומות.ג.   לא דומות. ב.  שאלת הוכחה.א.  (20

 שאלת הוכחה. (21

)א.  (22 )0,0,0, 2, 2, 5, 5D diag= − )ב.   − )2 14tr A = 

 שאלת הוכחה. (23

1
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מתמטיקה שימושית
(QR פירוק ,SVD פירוק ,LU פירוק) פרק 9 - פירוקים של מטריצה

תוכן העניינים

1. פירוק LU י 137

2. פירוק SVD י 138

3. פירוק QR י 142
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 LUפירוק 

 שאלות

של המטריצה   LUאת פירוק  מורש (1
1 1 1

3 4 2

2 3 2

A

− − 
 

= − − 
 − − 

. 

 

של המטריצה   LUאת פירוק  מורש (2

1 2 3 4

2 3 8 5

1 3 1 3

3 8 1 13

A

− 
 

−
 =
 
 

− 

. 

 

  של המטריצה LUאת פירוק  מורש (3

2 6 6

4 5 7

3 5 1

6 4 8

8 3 9

A

− 
 
− − 
 = −
 
− − 
 − 

. 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 

1 1 1 1 0 0 1 1 1

3 4 2 3 1 0 0 1 1

2 3 2 2 1 1 0 0 1

A L U

− − − −     
     

− − =  −
     
     − − −     

 

2) 

1 2 3 4 1 0 0 0 1 2 3 4

2 3 8 5 2 1 0 0 0 1 2 3

1 3 1 3 1 1 1 0 0 0 2 4

3 8 1 13 3 2 2 1 0 0 0 3

A L U

− −     
     

− − − −
     = 
     − −
     

− −     

 

3) 

1 0 0 0 0
2 6 6 2 6 6

2 1 0 0 0
4 5 7 0 7 5

3
3 5 1 0 0 02 1 0 0

2
6 4 8 0 0 0

3 2 0 1 0
8 3 9 0 0 0

4 3 0 0 1
A U

L

 
− −    

−    − − −    
   − = − 
    − −   −    −     − 
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 SVDפירוק 

 שאלות

  נתונה המטריצה (1
3 2 2

2 3 2
A

 
=  

− 
. 

הסינגולריים השמאליים הווקטורים  את הערכים הסינגולריים ואת   ומצא
 המטריצה. והימניים של 

 

נתונה המטריצה   (2
0 1 1

1 1 0
A

− 
=  
 

. 

של   הימניים סינגולרייםההווקטורים  ואת    סינגולרייםאת הערכים ה ומצא
 המטריצה. 

 

נתונה המטריצה   (3

1 1

0 1

1 0

A

− 
 

=
 
  

. 

של   שמאלייםה  סינגולרייםההווקטורים  ואת    סינגולרייםאת הערכים ה ומצא
 המטריצה. 

 

נתונה המטריצה   (4

0 1 1

2 2 0

0 1 1

A

 
 

=  
 
 

. 

של   השמאלייםהסינגולריים הווקטורים  את הערכים הסינגולריים ואת   ומצא
 המטריצה. 

 

  נתונה המטריצה (5
1 2

2 2
A

− − 
 =
− 

. 

   של שמאלייםה  סינגולרייםההווקטורים  ואת    סינגולרייםאת הערכים ה ומצא
 המטריצה. 

 

נתונה המטריצה   (6
1

1 i
A

i

 
 =

− 
. 

של    השמאלייםהסינגולריים הווקטורים  את הערכים הסינגולריים ואת   ומצא
 המטריצה. 

 

 

1
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של המטריצה   SVDמצאו פירוק  (7
0 1 1

1 1 0
A

− 
=  
 

 . 

 

של המטריצה   SVDמצאו פירוק  (8

1 1

0 1

1 0

A

− 
 

=
 
  

 . 

 

של המטריצה   SVDמצאו פירוק  (9

0 1 1

2 2 0

0 1 1

A

 
 

=  
 
 

 . 

 

של המטריצה   SVDמצאו פירוק  (10
1 2

2 2
A

− − 
 =
− 

 . 

 

של המטריצה   SVDמצאו פירוק  (11
1

1 i
A

i

 
 =

− 
 . 
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 שובות סופיות ת

1) 1 2 1 2 1 2 3

1 11 1
,5, 3 ; , ;

1 12 2

1 1 2
1 1 1

0 1 , 2
32 18

1 4 1

vu v vu 

−     
     

= = − =
   

−   
= = = =  


 

        





 

 

2) 1 2 1 2 3

1 1 1
1 1 1

3, 1 ; 2 , 0 , 1
6 2 3

1 1 1

v v v 

− −     
     

= = = − = =
     
     
     

 

3) 1 2 1 2 3

2 0 1
1 1 1

3, 1 ; 1 , 1 , 1
6 2 3

1 1 1

u u u 

−     
     

= = = − = = −
     
     
     

 

4) 1 2 1 2 3

1 1 1
1 1 1

8, 2 ; 2 , 1 , 0
6 3 2

1 1 1

u u u 

−     
     

= = = = − =
     
          

 

5) 1 2 1 2

0.5 21 1
3, 2 ; ,

1 11.25 5
u u 

−   
= = = =   

   
 

6) 1 1 2

1 1
2 ; ,

1 12 2

i i
u u

−   
= = =   

   
 

7) 

1 2 1

6 6 6

0 1 1 13 0 0

1 1 0 2 20 1 0

3 3

1 1

12 2
0

1 1

1 1 12 2

3

 
 

 
 

 
 

 
 − 
 

  −  
 

− −

 − 
=   





 




 

8) 

2 1
0

1 16 3
1 1 3 0

1 1 1 2 2
0 1 0 1

1 16 2 3
1 0 0 0

1 1 1 2 2

6 2 3

− 
  −   −    − −    =                
 
 

 

9) 

1 1

6 3 20 1 1 0 0
2

2 2 0 0 0 2 0
6 3

0 1 1 0

1

1

3 31

0 0
1 2

2 66
8

1 1 2
0

3 3

1

6 3 2 2 2

1

2

1

 −
 
 
 − −
 
 
 
 
 

 
 

    
    

=     
    
      −

 
   
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10) 

2

5 5

1 2 1

5 5

1 2 1

1 2 3 05 5

2 2 2 0 2

5 5

− −   
   − −   
   =     

−       
   

 

−



−



 

11) 
2

1

1

1

2 2 2

1 1 1 0 1 1

2 2 2

2

0

2

0

i
i

i

i

i

i

−   
      
   =     
      
   

 

−

 

−
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 QRפירוק 

 שאלות

את קבוצת    ונרמל  הנתונה, שמידט על הקבוצה-את תהליך גרם   ולי הפע 4-1בשאלות 
 .W -קבוצה זו ב   נוסמ וקטורים שהתקבלה לאחר התהליך  ו הו

1)  1 2 3(1,1,0), (0,1,1), (1,0,1)U u u u= = = = 

 

2)  1 2 3(1,0,1), (2,1,0), (0,1,1)U u u u= = = = 

 

3)  1 2(1,3), (2, 4)U u u= = = 

 

4)  1 2 3(2, 2, 2, 2), (1,1, 2, 4), (1, 2, 4, 3)U u u u= = = = − − 

 
 :7-5 בשאלות 

את קבוצת    ונרמל הנתונה,  שמידט על הקבוצה- את תהליך גרם  ו ליהפע  .א
 . W -קבוצה זו ב  נוסמ , וקטורים שהתקבלה לאחר התהליךו הו

 וקטורים.  3מסעיף א' לקבוצה אורתונורמלית של  Wאת הקבוצה  ימוהשל .ב

5)  1 2 3(1,1,1), (2, 2, 2), (2,3, 4)U u u u= = = = 

 

6)  1 2 3(1, 2,3), (4,5,6), (7,8,9)U u u u= = = = 

 

7)  1 2 3(1,1,1), (2, 2, 2), (3,3,3)U u u u= = = = 

 

  שמידט על הקבוצה-גרםאת  ול יהפע א.  (8 1 2(2,3), (4,6)U u u= =  את    ונרמל ,=

 . W -קבוצה זו ב  נוסמ , וקטורים שהתקבלה לאחר התהליך וקבוצת הו      
 וקטורים.  2מסעיף א' לקבוצה אורתונורמלית של  Wאת הקבוצה   ימו השל ב.  

 

   הקבוצהשמידט על  -גרםאת  ול יהפע א.  (9

 1 2 3 4(1,1,0), (0,1,1), (1, 2,1), (1,3, 2)U u u u u= = = =  את   ונרמל  ,=

 . W -קבוצה זו ב  נוסמ , וקטורים שהתקבלה לאחר התהליך וקבוצת הו      
 וקטורים.  2מסעיף א' לקבוצה אורתונורמלית של  Wאת הקבוצה   ימו השל ב.  
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   שמידט על הקבוצה:- את תהליך גרם  ו ליהפע  (10

 1 2(1 ,1 ), (1 2 ,1 2 )U u i i u i i= = − + = + −. 

 .W -קבוצה זו ב נוסמו קטורים שהתקבלה לאחר התהליך ואת קבוצת הו ונרמל 
 תרגיל זה מיועד רק למי שלמד מספרים מרוכבים. הערה: 

 

למטריצה:     QRא. מצאו פירוק  (11

1 2 0

0 1 1

1 0 1

A

 
 

=
 
  

 . 

ב. בעזרת הפירוק מסעיף א' פתרו את המערכת:  

2 3

1

1

x y

y z

x z

+ =


+ = −
 + = −

. 

 

  -ל QRמצאו פירוק   (12
1 2

3 4
A

 
=  
 

. 

 

  -ל QRמצאו פירוק   (13

2 1 1

2 1 2

2 2 4

2 4 3

A

 
 
 =
 −
 

− 

. 

 

  -ל QRמצאו פירוק   (14
1 4 7

2 5 8

3 6 9

A

 
 

=
 
  

. 

 

  -ל QRמצאו פירוק   (15
1 2 3

1 2 3

1 2 3

A

 
 

=
 
  

. 

 

  -ל QRמצאו פירוק   (16

1 0 1 1

0 2 2 0

1 3 4 0

0 4 4 1

A

− 
 
 =
 
 
 

. 

 

  -ל QRמצאו פירוק   (17
2 4

3 6
A

 
=  
 

. 
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  -ל QRמצאו פירוק   (18
1 0 1 1

1 1 2 3

0 1 1 2

A

 
 

=
 
  

. 

 

  -ל QRמצאו פירוק   (19
1 1 2

1 1 2

i i
A

i i

− + 
=  

+ − 
. 

 הערה: תרגיל זה מיועד רק למי שלמד על מטריצות אוניטריות.
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 תשובות סופיות

1) ( )1 2 3

1 1 1
ˆ ˆ ˆ(1,1,0) , ( 1,1,2), 1, 1,1

2 6 3
W w w w

 
= = = − = − 
 

 

2) ( )1 2 3

1 1 1
ˆ ˆ ˆ(1,0,1) , (1,1, 1), 1,2,1

2 3 6
W w w w

 
= = = − = − 
 

 

3) ( )1 2

1 1
ˆ ˆ(1,3) , 3, 1

10 10
W w w

 
= = = − 
 

 

4) 
1 2 3

1 1 1
ˆ ˆ ˆ(2,2,2,2) , ( 1, 1,0,2), (1,3, 6,2)

4 6 5 2
W w w w

 
= = = − − = − 
 

  

1א.  (5 2

1 1
ˆ ˆ(1,1,1), ( 1,01)

3 2
W w w

 
= = = − 
 

 

ב. 
1 2 3

1 1 1
ˆ ˆ ˆ(1,1,1), ( 1,0,1), (1, 2,1)

3 2 6
w w w
 

= = − = − 
 

 

1א.  (6 2

1 1
ˆ ˆ(1,2,3), (4,1, 2)

14 21
W w w

 
= = = − 
 

 

1ב.  2 3

1 1 1
ˆ ˆ ˆ(1,2,3), (4,1, 2), (1, 2,1)

14 21 6
w w w
 

= = − = − 
 

 

1א.  (7

1
ˆ (1,1,1)

3
W w

 
= = 
 

 

1ב.  2 3

1 1 1
ˆ ˆ ˆ(1,1,1), ( 1,0,1), (1, 2,1)

3 2 6
w w w
 

= = − = − 
 

 

1א.  (8

1
ˆ (2,3)

13
W w

 
= = 
 

1ב.   2

1 1
ˆ ˆ(2,3), ( 3,2)

13 13
w w
 

= = − 
 

 

1א.  (9 2

1 1
ˆ ˆ(1,1,0), ( 1,1,2)

2 6
W w w

 
= = = − 
 

 

1ב.  2 3

1 1 1
ˆ ˆ ˆ(1,1,0), ( 1,1,2), (1, 1,1)

2 6 3
w w w
 

= = − = − 
 

  

10) 1

1 1
ˆ (1 ,1 ), (1 ,1 )

2 2
W w i i i i

 
= = − + + − 
 

 

א.  (11

1 1 1
1

2 22 3 6
21 2 0

1 2
0 1 1 0 0 3 0

33
1 0 1 3

1 1 1 0 0
2

2 3 6

− 
  
         =           −
    

 

)ב.   , , ) (1,1, 2)x y z = − 
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12) 

1 3 14
10

1 2 10 10 10

3 4 3 1 2
0

10 10 10

   
    
   =  

−    
   
   

 

13) 

1 1 1

2 6 50

2 1 1 4 4 21 1 3

2 1 2 2 96 50
0 6

2 2 4 1 6 6
0

2 5502 4 3
0 0

1 2 2 2

2 6 50

− 
 

 
     −− 

     −    =    − −      −     
 

   
 
 

 

14) 

1 4 1 14 32 50

14 21 6 14 14 14
1 4 7

2 1 2 9 18
2 5 8 0

14 21 6 21 21
3 6 9

0 0 03 2 1

14 21 6

   
   
    

−    
=     
      −   
     

 

15) 

1 1 1
3 6 9

3 2 6
1 2 3 3 3 3

1 2
1 2 3 0 0 0 0

3 6
1 2 3 0 0 0

1 1 1

3 2 6

− 
  
   
 −  

=     
       
   

 

 

16) 

1 3 8 2
3 5 1

22 7 2 7 13 13
2 2 2

1 0 1 1 4 22 1
0 7 7 11

00 2 2 0 7 2 7 13 13
2 2 7 2

1 3 4 0 1 3 8 2
13

0 0 02 7 2 7 13 130 4 4 1
7

8 5 2
0 0 0 0 0

7 2 7 13 13

− − 
−  

  
 −  − − 
    
    = 
   − 
    

    
  
   

 

  

17) 

2 3

2 4 13 2 1313 13

3 6 3 2 0 0

13 13

− 
    
 =    
    
 
 
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18) 

1 1 1 1 3 4
2

2 6 3 2 2 2
1 0 1 1

1 1 1 3 3
1 1 2 3 0 6

2 6 3 6 6
0 1 1 2

2 1 0 0 0 0
0

6 3

−   
   
    

−    
=     
     
   
     

 

19) 

1 1 1 1

1 1 2 2 12 2 2 2

1 1 2 1 1 1 1 0 3

2 2 2 2

i i
i i

i i
i i

 
− + − + −   

=     
+ −    + −

  
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